1. ANTECEDENTES.

“CREACION DE UN PROGRAMA DE ANALISIS ESTRUCTURAL”
(A cddigo abierto en visual Basic con entorno Excel)

1.1 El problema.- En los afios 60 despues de establecidos los conceptos basicos del
analisis matricial, comienza el desarrollo de programas aislados de simulacion
numérica con proposito especifico. Desde entonces se han desarrollado muchos
programas de computador con objetivos similares. En la actualidad se encuentran un
gran numero de programas que permiten la simulacion numérica de problemas
multifisicos con gran eficiencia y comodidad para el usuario. En este tipo de
herramientas un programa previamente compilado realiza el proceso de célculo y
otro programa denominado post proceso, presenta los resultados, actuando en
conjunto como una “Caja negra” para el usuario.

Debido a todo esto se hace necesaria una herramienta informatica didactica a codigo
abierto en el cual el usuario ademas de comprender el método, programe y
automatice el procedimiento de célculo.

Planteamiento.- La inexistencia de una herramienta informatica didactica a cddigo
abierto en el analisis estructural y debido a las limitaciones que se tiene en su
manejo, orienta a realizar el célculo estructural bajo un programa que simplemente
realice la operacion de calculo y presente los resultados sin ninguna verificacion o
en caso extremo hacerlo de forma manual el cual ha ocasionado sistemas
estructurales extremadamente complejos cuyas soluciones no representen
estrictamente los fendbmenos més reales y en algunos casos cuyos procedimientos de
calculo se han practicamente irrealizables.

Formulacion-. Entre la variedad de métodos propuestos y de mayor aceptacion en
el estado vigente de la técnica bajo un lenguaje de programacion adecuado se
presentan los siguientes metodos: analisis numérico, analisis matricial, diferencias
finitas y elementos finitos.

Sistematizacion.- De las cuatro alternativas de métodos propuestos se optara por el
método de los elementos finitos tipo triangulo bajo el lenguaje de programacion

Visual Basic con entorno Excel.



1.2 Objetivos:
General.- Crear un programa de analisis estructural a codigo abierto en Visual
Basic con entorno Excel de elementos finitos tipo triangulo.
Especificos.- Entre los objetivos especificos se establecen los siguientes:

+«+ Determinar las deformaciones y esfuerzos de un solido sometido a fuerzas
estaticas en condicion plana de esfuerzos o de deformaciones en los vértices
del elemento finito tipo triangulo, considerando que las deformaciones son
infinitesimales y que el material es elastico lineal, homogéneo e isotropo.

% Motivar, estimular y facilitar el aprendizaje del método de los elementos
finitos en el campo de la ingenieria civil, a través del uso de subrutinas
preestablecidas.

¢+ Analizar cada procedimiento y desarrollar nuevos procesos de calculo que le
permitan al usuario una transparencia y flexibilidad del programa.

%+ Generar una herramienta didactica para su uso en las materias tedricas de
elementos finitos y afines, ya que los métodos de los elementos finitos sélo
cobra real importancia cuando es usado en un lenguaje de programacion.

¢+ Generar una linea de investigacion en analisis numérico utilizando una
metodologia establecida.

1.3 Justificacion.-

Teorica.- La investigacion propuesta busca mediante la aplicacion del lenguaje de
programacion Visual Basic, enriquecer la base conceptual de programacion y el
criterio para el andlisis de elementos estructurales mediante el método de los
elementos finitos.

Metodologica.- Para lograr el cumplimiento de los objetivos de estudio, se acude a
la creacion de un programa informatico o software didactico a codigo abierto bajo el
método de los elementos finitos tipo triangulo, que expresen el comportamiento méas
I6gico y real de un elemento estructural.

Préactica.- Esta investigacion propuesta ayudara a la mayor parte de los proyectistas
estructurales y usuarios a ser participes activamente del proceso de aprendizaje en el
tema, observando, entendiendo y desarrollando progresivamente cada una de las

etapas de calculo en forma analitica y con el software, para la determinacion de los
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esfuerzos y deformaciones en una condicion plana de esfuerzos de manera eficiente
y rapida.

Marco de referencia.-

Teorico.- Los elementos finitos se utilizaron por primera vez en la década de los
afios cincuenta en el disefio de un aeroplano, actualmente el método se ensefia en
muchas universidades y colegios técnicos como una técnica numérica para el
analisis de esfuerzo. Sin embargo, en los ultimos afios se ha incrementado el uso de
este enfoque en otras ramas de la ingenieria. Este crecimiento en el area de
aplicacion ha revelado lo que realmente es el método del elemento finito, un
procedimiento general para obtener soluciones aproximadas de ecuaciones
diferenciales parciales, y se ha convertido en un tema apropiado para incluirse en un
curso de matematicas para ingenieria.

Este programa trata principalmente el problema de campo, es decir, aquellos
problemas cuya solucién implica la solucién de ecuaciones diferenciales parciales
con las condiciones de frontera apropiadas en el campo de los desplazamientos y
deformaciones planas.

El método del elemento finito es simplemente una técnica numérica para obtener la
solucién aproximada de un problema de campo, convierte el manejo de ecuaciones
diferenciales en un conjunto de ecuaciones algebraicas lineales, y su gran
aceptacion se debe principalmente a la facilidad con que estas ecuaciones pueden
reunirse y resolverse por computadora.

El célculo vectorial es el lenguaje natural para trabajar los problemas de campo, no
se requiere de amplios conocimientos pero si es necesario conocer los conceptos de
gradiente y divergencia.

El célculo vectorial permite establecer los problemas de campo de manera
compacta, sin la necesidad de introducir un sistema de coordenadas especifico. Sin
embargo, en las soluciones numéricas los vectores se expresan usualmente en forma
de componentes. Las operaciones que se relacionan con dichos vectores estan

convenientemente escritas utilizando la notacion del algebra de matrices.



El algebra de matrices es el lenguaje natural para la agrupacion de ecuaciones
algebraicas lineales y se utiliza mucho en todos los libros sobre el método del
elemento finito.

La potencia y funcionalidad del método de los elementos finitos lo ha convertido en

una herramienta importante para la investigacion teodrica y experimental en

aplicaciones de la mecanica de sélidos. De igual forma, el método participa cada
vez mas en la ingenieria de disefio y construccion en las &reas de Geotecnia,

Hidraulica y principalmente en la Ingenieria Estructural.

La intervencion del computador como medio para la aplicacion del método de los

elementos finitos en la simulacién de problemas con muchos grados de libertad,

exige que el estudiante, ademas de comprender el método, programe y automatice el
procedimiento de célculo.

Conceptual.- En este esquema de investigacion se deja claramente establecido los

siguientes conceptos que definen a un elemento elastico:

%+ Moddulo de Elasticidad: Constante de proporcionalidad que define la relacion
entre el esfuerzo y la deformacion unitaria, es una medida de la rigidez del
elemento.

% Coeficiente de Poisson: Es la relacién que existe entre las deformaciones
unitarias en direccion transversal y longitudinal, tiene un valor numérico que
es Unico para un material en particular que sea homogéneo e isotrépico.

Las variables de calculo a determinar son las siguientes:

% Deformaciones: Es la relacién que existe entre el desplazamiento y la
longitud inicial del elemento estructural.

% Esfuerzos: Son las fuerzas resultantes que se generan en una determinada

area debido a la accidn de las cargas.
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2. ESTADO DEL ARTE

2.1 Concepto de Mecanica del Medio Continuo.

La mecéanica del medio continuo o simplemente mecanica del continuo estudia el
comportamiento mecanico de los solidos y los fluidos en una escala macroscopica,
ignorando la naturaleza discontinua del material, el cual se considera uniformemente

distribuido en la totalidad del cuerpo.

En la mecénica del continuo, una particula de material se asocia a un punto del espacio
ocupado por el cuerpo, al cual se le pueden atribuir cantidades de campo como la densidad,
el desplazamiento y la velocidad entre otras. Dichas cantidades corresponden a funciones

continuas en términos de la posicion.

La mecénica es la ciencia que describe la interaccion entre la fuerza y el movimiento. En
consecuencia, las variables presentes en la mecéanica del continuo son, por un lado, las
variables relacionadas con las acciones como las fuerzas por unidad de superficie o de
volumen, y por otro lado, las variables cinematicas como el desplazamiento, la velocidad y

la aceleracion.

Las ecuaciones de la mecanica del continuo se pueden clasificar en dos grupos. El primer
grupo corresponde a las ecuaciones aplicables a todos los materiales que describen las leyes
universales de la fisica, como por ejemplo, la conservacion de la masa y la conservacion de
la energia. Las expresiones del segundo grupo conocidas como ecuaciones constitutivas que
describen el comportamiento mecanico de los materiales en situaciones interesantes para la

ingenieria o para la fisica.

Los problemas de la mecéanica del continuo se observan dos etapas. En la primera se
establece la formulacion de las ecuaciones constitutivas que describan adecuadamente el
comportamiento mecanico de los materiales. Mientras que en la segunda etapa se resuelve
la ecuacion constitutiva en conjunto con las ecuaciones generales de la mecanica del

continuo, bajo las condiciones de borde apropiados.
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2.2 Elemento Finito Triangular Lineal

El método del elemento finito es simplemente una técnica numérica para obtener la
solucién aproximada de un problema de campo, es decir aquellos problemas cuya solucion
implica la solucion de ecuaciones diferenciales parciales con las condiciones de borde o
frontera apropiadas. Convierte el manejo de ecuaciones diferenciales en un conjunto de
ecuaciones algebraicas lineales, y su gran aceptacion se debe principalmente a la facilidad
con que estas ecuaciones pueden reunirse y resolverse por computadora. EI método del
elemento finito concentra su atencién en puntos particulares o “nodos” en la region de la
solucion, y la mayor parte del analisis se refiere a escalares, vectores o matrices asociados

con los nodos.

El elemento finito triangular lineal, es un elemento finito bidimensional de aproximacion
lineal de 3 nudos, cuya funcion de aproximacion o interpolacién de todos los puntos
interiores del elemento finito triangular estan definidas Unicamente para el elemento y son

nulas en el exterior del elemento, la cual esta definida para todo punto (x; y) que pertenece

al dominio del elemento 2(®) se puede escribir en términos de los valores nodales como:

P y) = a; + ax + azy

B E Q®

12



¢i = ¢(xi; y1)

¢ = ar + axx; + azy;
;= d(x;;y)

b = a; + ayx; + azy;
br = ¢ (x5 Vi)

br = a; + azx) + azyi

El célculo vectorial es el lenguaje natural para tratar los problemas de campo, el algebra de

matrices es el lenguaje natural para la agrupacion de ecuaciones algebraicas lineales, por lo

tanto escribiendo en formato matricial los valores nodales se tiene:

bi 1 % yi|l(a
i = 1 Xj y] a,
(o7 1 x, yi|\%3

j(X;53;)

(X, ¥ )k

X i (xi » Ji )

Resolviendo el sistema de ecuaciones aplicando la regla de Cramer, se obtiene:

F, F, F,
a, = Z ;
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Donde las variables F;, F,,F; y A usando la regla de Cramer pueden escribirse como:

b x; Y
Fo=19 %5 il =y —xy)di — v — xievi)d; + (xiy; — i) i
b X YV

Fy = (v — xy) i + Gy — xivid @5 + (xiy; — %91 e

1 ¢
F,=1 ¢ yi|l=-k—v)¢:i+ k=)o — (v — vi) P
1 i

F=(yj— )i + O —y)9; + (vi — vj)bx

1 x ¢
Fs=(1 % &= (0 — %) — (e —x)¢; + (3 — %) i
1 x ¢

F3 = (% — %) i + (xi — x)P; + (% — x;) Pxe

1 %
A=11 x5 yi|=(xjye — xy;) — Oy — xy) + (v — x71)
1 xe

4 = (xy — x1y;) — Gy — xivi) + (xiy; — xv1)

El &rea de un triangulo en funcién de las coordenadas de sus vértices es posible expresarlo

en un formato matricial, cuyo valor se obtiene mediante el determinante:

1 1 Xi Vi 1
A= I x5 yf= E{(Xﬂ’k — xyj) — (v — xeye) + (xiyj — %0}
1 xe wk

1
A= E{(ijk —xxyj) — Cavi — xivi) + (xiy; — xv:)}

Como consecuencia de esta ecuacion el determinante A puede ser expresado en funcion del

area del triangulo, multiplicando y dividiendo por 2 la ecuacion resulta:
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1
4=2 {E [(vie — x1y;) — Caeyi = xiyie) + (xiy; — xj}’i)]}
A=2A

Definiendo notacion:

a; = (xjyk — xkyj) ; b; = (J’j - Yk) ; Ci = (xk - xj)

aj = (XxYi = XiYx) ; bj = (i — ¥1) ; ¢ = (x; — %)

a = (x5 — %1 ; be = (yi = ;) s ae=(5-x)
Entonces:

F_aipi +a;d; + ardy
A 24

o _F, by + b + by
,=—2=

A 2A

u _F3 i+ + oy
,=— =

Y| 24

¢ =¢(y)=a+ax+azy
1
P(x;y) = ﬂ{(aid’i +ajp; + ardy) + (bip; + bjd; + by ) + (cipi + ¢ipj + i)}

1
d(x;y) = ﬂ{(ai + bix + ¢;y)d; + (a; + bix + ¢;y); + (ay + bpx + )y }
Definiendo notacion:

a; + bix + c¢;y

24 B

MOy = N Gy) = S N )

_ g+ bex + oy
2A

Por lo tanto puede escribirse como:

d(y) =N + NO¢; + N,
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En la ecuacidn anterior, A es el area del elemento, en el cual se puede observar que si el
elemento tiene area nula es decir dos nudos coincidentes, eso se manifiesta con A = 0 y no
se podrian calcular las funciones de forma. Estas funciones son planos de valor 1 en uno de

los tres nodos y 0 en los otros dos nodos.

Al ser las tres funciones de interpolacion planos el cudl se aproxima mediante una

superficie poliédrica de facetas triangulares de la siguiente manera:

Funcion de interpolacion para N;:

Funcion de interpolacion para N;:
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Funcion de interpolacion para Ny:

Donde:

b

Ni(e) , Nj(e) y N,Se) - Son denominados “Funciones de forma”.

Matriz de funciones de forma:
Vector de valores nodales:

¢ )
80 = {4 = {7 ¢{7 ¢}

(e)

k

Escribiendo las funciones de aproximacion en formato matricial:

6 = INO)a)

s
—_ @ (e) (e) (e)
=[N NO NE] e
(e
k

Derivando parcialmente respecto de las variables x e y la funcion de aproximacion se

puede escribir como:
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) (e) (e
6¢(x, y) _ aNie ¢.(e) 0N ¢(e) aNk (e)
Ox dx ¢ dx 'k
_ O (e) (e)
0p(x;y) _ ON;* @, ¢(e) N~ ©
ay ay ! ay

En general, se indica con el simbolo V al operador nabla definido como un vector operador

diferencial en términos de las derivadas parciales con respecto a la posicion x e y de la

forma:
V= g T+ 9 ;
B axl ay]
Expresado en formato matricial:
B
_|ox
[‘7] =19 J
dy

Por lo tanto el operador nabla afectado por la funcién de aproximacion resulta:

1991 l[zv“’) N aN©] 6

7] ¢_Ig;| | @ aag) 0x $©
© e @[\ %

[aN dN; 0N, e

yay

Definiendo notacion:

I[ N® N 3 N,Ee)]l 5@
l
ax 0x e)
| ; {(e)} = ¢(
(e) (e) (e) ’ ]
laN ON;” 0N, J ©
dy dy k
[B€] — Matriz de operadores diferenciales.
{(e)} — Vector de valores nodales.
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Por lo tanto la matriz de operadores diferenciales puede escribirse como:

[2]
[B@] = [7][N©] = |aax“N(e) N© N
3y
(2]
m=l3| o el=[ne me W)
oyl

V] =[V] [N(e)]{(e)} = [B(E)]{(E)}
O también:

79 = (0O) [T

Para el caso del elemento finito triangular lineal, operando las derivadas parciales de las

funciones de forma respecto de las variables x e y se obtiene:

aN 6( +bx+cly
0x d

=

N(e)_a +bx+c]y
ox  Ox

ON(e) d (a + bkx + cky>
ox  ox

N(e)_ d (a +bx+cly
d

<

yay

N“’) G

x+ bkx + cky) Cx
24

(e)
ON;* _i( +bx+c]y>

ay
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En conclusién la matriz de operadores diferenciales resulta:

[aN© oN© N@W
I ax I [b b; bk]

(e) N(e) P N(e) Ci

dy
Coordenadas de area.
Kk
o
~
i
J

0<S;<h

Para convertir a una expresion adimensional dividimos a toda la inecuacién por h; de lo

cual resulta:
O0_Si_Mh
h; — h; i
Si
0<L;<1 ; g:E
Sy S, S3
L =— L, =— Ly =—
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Multiplicando y dividiendo por un medio de sus lados correspondientes a cada caso, se
tiene:

bq
[y
I
I
@‘l@'
[ Y
N R[N R
I
x|

S

I

|
NN
N R[N R

I

|

ool ey
w W
N R[N R

-~

Ao

o]
[TTTTTETI A

[T ¥
oF: |l|/||

A
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K(Xk;yx)

1 x y
1 1
=3 1 x5 yif= E{(xjyk —yyi) = O = yx + (x — %)y}
T xe Y

1
A = E{(Xij —viyi) + i — vidx + (x — %)y}

Donde:
a; = (ijk - Xk)’j) ; b; = (J’j - }’k) ; Ci = (Xk - Xj)
Entonces:
1
A1 = E(ai + biX + Ciy)
Ay (@ +bix + ¢y) )
Lh=7= 24 =N
1 1 x vy 1
Ay = 5 1 x, ye| = E{(kai —xiVi) — Vi — yi)x + (g — x)y}
1 x
1
Ay = 5{(xkyi —x i) +  — y)x + (x; — x)y}
a; = (Xkyi — XiYx) ; bj = (yx — yi) ; ¢ = (x; — xx)
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1
A, = E(aj + bjx + cjy)

La= 24 j

X y 1

A; = Xi Vil = E{(xiyj - Xj)’i) - (Yj - Yi)x + (xj - xi)y}

N| =
i

&3
NS

1
Az = 5{(%3’1‘ = xy1) + (vi — yi)x + (% — %)y}
ap = (xiyj - iji) ) by = (yi - }’j) ; Cx = (xj - xi)
1
A; = E(ak + bx + cy)

A ax + byx + ¢
L3=—3=( k T Dk ky)=N]§e)
A 2A

Por lo tanto se concluye:

Las coordenadas — Funciones

de area ~ de Forma
L = N©
L= N©
Ly =N

En 1973 Eisenberg y Malvern demostraron que:

a'b'c!
2A
(a+b+c+2)

J LSL5LS dA =

L41515= Coordenadas de area elevadas a potencias enteras.
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2.3 Ley generalizada de Hooke.

La relacion de Poisson permite generalizar la aplicacion de la ley de Hooke al caso de

deformaciones por esfuerzos triaxiales. Por ejemplo, sea un paralelepipedo diferencial de

lados paralelos a los ejes x-y-z sometido exclusivamente a esfuerzos normales bajo las

siguientes condiciones:

a) Oxx #0 ) O'yy_O y 0,, =0
Eyy
y —— i___ﬂ
/ | T 7 }
/ /
a s
/ \ / \
// | // |
\
/A A Oxx
| \
\ —— =1
€z ¢ J | /
A / ‘ /
‘ / ‘ /
| / \ /
I/ |/
\
v %—7/
Exx
b) 0xx =0 ; ayy # 0 y 0,, =0
TO- \YaY;
‘ lew
ol
// ' - |
s P
’ - [
- | y |
7 [ 7 |
e | 7 |
| - I
(- f———f
€zz ¥ S I )
A / /
[ i ﬁ:
|
1 S Exx
e "
S I
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C) 0y =0 ; Oyy =0 y 0y, #0

______ LEYY
SV t v
a 100
~ v
7 | s |
Ve I s |
VY ' gl '
- | P |
v | s |
***** I |
X |
| e
| 7 | A
| e | /8
| 7 | “ XX
| Ve | v
| // | //
| L7,
s Vs
A Vil
Ezz

En materiales elasticos lineales isotropos, la deformacion lateral asociada a la contraccion

transversal es proporcional a la deformacion axial asociada al alargamiento longitudinal.

a) St: o #0 ; Oyy =0 y 0,7, =0
o . Oy
Oxx = ngx - Exx = ?

El cociente entre la deformacion en la direccion lateral y la deformacion en direccion axial

se conoce como la relacion de Poisson y se define como:
-7V - Eyy = TVéxx y €22 = ~Véxx

Recordando que una deformacion longitudinal positiva esta relacionada con el alargamiento
del solido, mientras que un valor negativo de deformacion longitudinal esta asociado al

acortamiento del mismao.

El signo menos en la expresidn anterior indica que el alargamiento en la direccion axial esta

acompafado de un acortamiento lateral y viceversa.

Reemplazando ¢, = % ene,, Y &, laecuacion queda:
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b) Si: 0, =0 ; Oyy # 0 y 0y, =0

, _ vy
Oyy = Egyy - &y = F
Exx €2z B .
— — ==V s Exx — —ngy y Eyz —Vé'yy
&y &y
Reemplazando ¢, = 22 en £ Y €, laecuacion queda:
o o
vy vy
Exy = —V—= Ey0 = —V—=
xx E y 22 E
c) St: 0, =0 ; Oyy =0 y 0z 0
v Oy
Ozz = Egzz - €22z = ?
Exx Sy - .
— = =V - Exx = —VEL, y gyy = —VE&,;,
gZZ gZZ

Considerando que los esfuerzos cortantes solo producen deformaciones angulares, las

deformaciones longitudinales unitarias obtenidas de la accion de los esfuerzos normales son

La deformada unitaria total sobre el eje x-x:

Exx = Exx T Exx T Exx

Oxx Oyy O0zz
o =V TV

1
Exx = E{Gxx — v(ayy + O'ZZ)}

La deformada unitaria sobre el eje y-y:

Eyy = Eyy T &yy T &y
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Oxx Oyy Ozz

£ —_ —=1) — —_ —_—

w— "E ' E E

1
Eyy = E{ayy - V(Gxx + Gzz)}

La deformada unitaria sobre el eje z-z:

€17 = Ez7 T €57 T &4,

Oxx Oyy Oz
Epg = V—/ —V—+—
E E E

1
€2z = E{GZZ ~ V(Ox + ny)}
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2.4 Relacion entre el modulo eléstico transversal y el médulo elastico longitudinal.

El estado de esfuerzos representado en la figura consiste en una tension o,, Yy una
compresion o, de la misma magnitud. Para esfuerzos en secciones inclinadas cuyo angulo
con la vertical es 45° como el de la figura esta sometido a esfuerzo cortante puro T es
numéricamente igual a o, Y a g,,,,. Este esfuerzo cortante deforma al elemento abcd segun
el contorno punteado a'b'c’'d de la figura. El angulo recto en a y ¢ ha disminuido a
(90° - y), si y es la distorsion o deformacion angular. En el mismo instante, el angulo recto

en b y d ha aumentado en vy, por lo que ahora su valor es (90° + 7).

Y
Oyy
4v¢¢¢¢ &V###v, Y
b >
7 RN > T=0Oxx=0yy
< bl —»
kg >
<« - ~ > o
o< o a\-.a’ X 45 X
<+ \\\ /// —>
<+ . —» Oxx
- N >
<« q -
rrtttrrear

Consideremos la deformacién del tridngulo rectangulo isésceles aob. Como:
Oxx = —0Oyy =T

Deduciendo de las deformaciones ¢, y €, enun plano x e y:

a) Si: Oxx = 0 y Oyy =0
, Oxx T
Oxx = E€xy - Exx = E ==
& T
yy M — —
= - Eyy = —VExy = —V
xXx
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b) Si: Oxx =0 y Oyy # 0

oyy T
oyy = E¢gyy - qw=TF TTF
Exx , . e =yt
S xx = “Veyy = VE
Eyy E

La deformada unitaria sobre el eje X — X:

Exx = Exx T Exx

T T 1(1+v)
gxx:E-l-vE:T

La deformada unitaria sobre el eje y —y:

T T (1+v)
= VETET T E
_ Yy ob’
tage = tag (45 2) =—

Del tridangulo de deformaciones se tiene que:
bb +ob = ob - ob" =ob—bb
aa' + oa = oa'

aa

£y = — - aa =oac
XX oa XX
bb bb’ b
& = - - = —0Db &
yy ob yy

Reemplazando estas ecuaciones en tage:

45_1) _ob _ ob—bb" _ob+obe,, ob(1 + ¢y,)

ta =ta ( e 7 = =
g9 4 2 oa aa +oa o0aé&,+oa oa(l+ey)




Pero oa = ob y reemplazando las deformaciones unitarias &, y €,y:

7(1+v)
. (45_1)_ 1- g E—-t(1+v)
@9 2) T 1 O T E+c(1+v)
E
Por identidades trigonométricas:
Y tag45s — tag 4
tag (45 - E) = 2

1+ tag45 tag%

Pero la tag45 = 1y para angulos muy pequefios y como son los de distorsion, la tangente

coincide con el angulo expresado en radianes, es decir tag’é = ’E/:

tag45s —tagZ 1-X 5 _
tag (45—1) = 2),: ]2,= Y
27 1+tag4Stag; 1+ 2+Y

Igualando estas dos ecuaciones:

tag4s — tagg 2—y

1+ tag45s tag)z—/_z‘i‘)/

2E -2t —-2tw+yE -yt —ytwv=2E+ 2t + 2tv —yE —yT —yTV

2tv + 2t = yE
T E
vy 2(1+v)

El esfuerzo de corte puro es 7 = Gy despejando el modulo de elasticidad transversal o

modulo de rigidez al corte G = % la ecuacion resulta:

E

“=2awm
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2.5 Matriz de tensiones|[T] del solido elastico.

Para la obtencion de la matriz de tensiones se analiza un elemento diferencial de volumen

de lados dx, dy y dz, el cual estd sometido a esfuerzos normales como esfuerzos cortantes

en sus respectivas caras o superficies, para lo cual existen esfuerzos de igual magnitud pero

opuestos en direccion de tal manera que se garantice el equilibrio interno como externo en

el elemento diferencial.

Analizando los esfuerzos para cada cara en particular se tiene que:

Cara o superficie “x”

Txy

Txz

Txz

Txy

dz
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[P

Cara o superficie “y

W‘
< Tyz
TVX >/<>\ dZ Yy
|
N
L

Cara o superficie “z”

Ozz

Tzx

dz

Tzx

Ozz

Las areas respectivas en las caras o superficies son:

A, =dxdy ; A,=dxdz ; Ay=dydz
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Haciendo un corte al diferencial de volumen se tiene:

Z
Oxx
A
< Y= o
e e Ox
Ovyy Oy « R
I‘II\II‘I‘\IIII‘\ TXZ
SiEsEs—— y

Garantizando el equilibrio de rotacion se tiene que:

Z M, =0
sz(Az)(dZ) - Tyz(Ay)(dy) =0

7,5/ (dx dy)(dz) = 7,,,(dx dz)(dy)

Tay = Tyz

sz(Az)(dZ) - sz(Ax)(dx) =0

Tzx(dx dy)(dz) = 1,,(dy dz)(dx)

Tzx = Txz

Txy(Ax)(dx) - Tyx(Ay)(dy) =0
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Ty (dy dz)(dx) = 7, (dx dz)(dy)
Txy = Tyx
El diferencial de area se expresa en forma vectorial como:

dA = dA T,

Donde el vector unitario normal a la superficie sobre el cual actia puede escribirse como:

U, =ai+fj+vk

Donde:
a, B, Y - cosenos directores
Por lo tanto:
dA.i=adA
dA.j=pdA
dA. k = y dA

Entonces garantizando el equilibrio de traslacion se tiene que:
=0
0y dA — Gy (a0 dA) = Ty (B dA) = Ty (y dA) = 0
Ox = Oxx @+ Tyy B+ Tox ¥

Como:

Entonces:

O-x=0-xxa+rxy.8+szV
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0y dA — 1 (a dA) — 0y, (B dA) — 1,,(y dA) = 0
Oy =Tyy A+ 0y B+ T4 ¥
Como:
Txy = Tyx ; lzy = Tyz

Entonces:

ayzryxa+ayy,8+ryzy

0, dA — Ty, (@ dA) — Ty, (B dA) — 0,,(y dA) = 0

Oy =Tz A+ Ty, B+ Tz ¥

Como:
Txz = Tzx ) Tyz = Tzy

Entonces:

O =Tox A+ Ty B+ Tz ¥
En resumen se tiene que:

Ox = Oxx A+ Tyy B+ Taz ¥

Oy = Tuy A+ 0yy B+ Tz Y

O-z:sza-l'szﬁ'i'Tzzy
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Escribiendo en un formato matricial:

Oy Oxx
O-Z sz

Donde:

Oxx Txy Txz
[T] =|Tyx Oyy Tyz
Tzx Tzy Ogzz

- Matriz de tensiones

En conclusion la matriz de tensiones es aquella matriz que nos permite determinar todos los

posibles valores de esfuerzos en un punto cualquiera del sélido en funcidn al plano de corte.

Es una matriz simétrica porque se cumple las leyes de la estatica para cualquier punto del

solido elastico.

36



2.6 Descripcion del movimiento y la deformacion.
Conceptos bésicos:

A continuacidn se presentan algunos conceptos basicos de la mecanica del medio continuo

indispensables para describir el movimiento y la deformacion:

L)

L)

» EI vector posicidn es aquel que determina la ubicacion de un punto en el espacio y
en el tiempo. Como todo vector, las componentes de la posicion estan referidas a un

sistema coordenado especifico.

% EIl tiempo es el sistema de medida de la secuencia de sucesos representado
mediante una cantidad escalar. En general el instante de tiempo inicial es igual a

cero y se denomina tiempo de referencia t = 0.

% Punto espacial se define como una posicion fija en el espacio, es decir, invariante
con respecto del tiempo. En cambio, punto material o particula es un lugar en el
espacio de posicion relativa cambiante con el tiempo, relacionada con el

movimiento de un cuerpo.

%+ Cuerpo material es el conjunto de particulas que ocupan posiciones diferentes en

el espacio durante el movimiento a lo largo del tiempo.

¢ EIl lugar geométrico de las particulas de un cuerpo material con respecto a un
sistema coordenado fijo en un instante de tiempo se define como configuracion del
cuerpo en ese instante. La configuracion de un cuerpo en el instante de tiempo de
referencia ¢t = 0 se denomina configuracion material o de referencia 2,. En
cambio la configuracién actual en t indicada como £, corresponde a la

configuracién de un cuerpo en un instante de tiempo t = t.

+« El volumen material se define como aquel volumen mévil conformado siempre por
las mismas particulas, el cual es util cuando las particulas conservan cierta
proximidad durante el movimiento. En cambio, el volumen de control corresponde
a un volumen fijo en el espacio que es atravesado por las particulas durante su

movimiento y se utiliza cuando las particulas se dispersan con el movimiento.
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Campo del desplazamiento y de la velocidad.

Se denomina desplazamiento de una particula al cambio de posicion de la misma entre la
configuracién de referencia y la configuracion actual. Al igual que la posicion, el
desplazamiento es una cantidad vectorial, la cual esta definida como la resta entre el vector

posicién en la configuracién actual y el vector posicion en la configuracion de referencia.

El campo del desplazamiento de un cuerpo es una funcion que define el vector
desplazamiento para cada particula que lo conforma, en un instante de tiempo t. recordando
que las coordenadas materiales establecen la posicion en la configuracion de referencia, la
cual es independiente del tiempo, se puede considerar a la variacion del desplazamiento con
respecto al tiempo como una definicion alternativa de la velocidad.

Concepto y teorias de la deformacion.

En general un cuerpo en movimiento cambia en su posicion, orientacion, tamafio y forma.
Si tal cuerpo cambia exclusivamente de posicion y orientacion se denomina cuerpo rigido,

en cambio, si el cuerpo modifica su tamafio o su forma se denomina cuerpo deformable.

La distorsion y el alargamiento o simplemente las distorsiones son los cambios de forma y
de tamafo de un cuerpo después de aplicado un desplazamiento presentado entre la
configuracién de referencia o no deformada y la configuracion actual o deformada. Las
distorsiones estan medidas en unidades de longitud.

La deformacion puede definirse como la medida geométrica de las distorsiones que
representa el desplazamiento relativo entre particulas de un cuerpo, es decir, una medida de
la cantidad de desplazamiento que difiere localmente del movimiento del cuerpo rigido. La
deformacion es una cantidad adimensional la cual se expresa habitualmente en porcentaje o

fracciones decimales.

De acuerdo con la magnitud de la deformacion, el analisis mecanico de sdlidos se puede

clasificar segun las siguientes teorias:

s En la teoria de deformacion infinitesimal o teoria de las pequefias

deformaciones se considera que los desplazamientos, las rotaciones y las
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deformaciones de las particulas de un cuerpo son pequefias. En este caso, la
configuracién actual es muy parecida a la configuracion de referencia. Las
deformaciones de los materiales mas comunes en la construccion de obras civiles
tales como el concreto y el acero se pueden considerar infinitesimales bajo

condiciones de carga habituales.

La teoria de deformacidn finita o teoria de grandes deformaciones establece que
los desplazamientos, las rotaciones y las deformaciones son arbitrariamente
grandes. En tal caso, la configuracion actual de un cuerpo es sustancialmente
diferente con respecto a su configuracion de referencia. Algunos materiales
descritos mediante la teoria de deformacién finita son las gomas, los elastomeros y

los tejidos bioldgicos suaves.

La teoria de grandes desplazamientos o teoria de grandes rotaciones considera
que los desplazamientos y las rotaciones pueden ser grandes mientras las

deformaciones son pequerias.
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2.7 Matriz de deformaciones[&] del solido elastico

Sean A y B dos particulas ubicadas inicialmente antes de la accion de las cargas en un

entorno diferencial dentro de un cuerpo material, para la cual el vector definido por la linea

ABesdr,yseaA y B’ las nuevas posiciones de dichas particulas luego de la accion de las

cargas para la cual el vector definido por la linea A'B es dr’.

U- B”

ar dr’

X
Escribiendo el vector dr, resulta:
dr = d,i+d,j+d,k
Escribiendo el vector de desplazamiento U en forma vectorial:
U= u(x; v; 21+ v(x; y; 2)j + w(x; y; 2)k
El diferencial dU puede expresarse como:

Ef—(aud Ly +aud)A+(avd + Pyt vd)“
_axxayy(?zZL x yy z4%)

+(awd +awd +aw)l€
0x x dy Y 0z
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El cambio vectorial puede escribirse como:

U=0+dU

Escribiendo en un formato matricial el cambio vectorial se tiene que:

(U} = (U} + [4){ar}

rdu  du 0du
, ax dy 0z
u u v v ov|(ax
- EHE 5 &{ff}
w dw Jdw oJdw z
[ox 9y ozl

Escribiendo la matriz [A]de otra forma valiéndose de artificios se tiene que:

2 2
Donde:
Al + [A]T
[e] = % - Matriz simétrica
Al-[A]T
[H] = % - Matriz antisimétrica

Entonces el vector {F} queda definido como:
() = 0} + @)
(U} = (U} + (le] + (D {dr)

La resultante vectorial puede escribirse como:
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(&)= {U) + (@)
O también:
(&)= (0} + (ar)
Igualando estas dos diltimas expresiones se tiene:
(U} +{ar) = (U} + {ar}
Reemplazando {U’} en esta (ltima expresion:
(T} + (el + [HD{dr}) + {dr)} = (U} + {ar’}
{ar'} = el + (1 + D {ar)
{ar'} = [el{ar} + ([H] + 1D{dr)

{ar'} = [el{ar} + N{ar} + [H1{dr)

Como:

[I]{dr} — es un vector en la posicion inicial de las particulas sin deformarse, por lo

tanto no afecta en la distorsion que experimentan las particulas.
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[H]{E:} —  Es una matriz ortogonal que s6lo cambia la direccion del vector dr y no

asi su magnitud, en consecuencia no afecta la distorsion que experimentan las particulas.

Por lo tanto segun las dos hipotesis anteriores haciendo las respectivas simplificaciones

resulta que la deformacién es igual a:
{ar'} = [el{ar)

Escribiendo la matriz [¢] como:

(€] = [A] + [A]"
€ 2
Donde:
rdu  du 0Ju
dx 0dy 0z
v Jdv dv
[Ml=|> o
dx 0dy 0z
ow Jdw Jdw
[dx Jdy 0zl
rou 0v 0w
Ox 0x Ox
|2 o o
dy dy Ody
Ju OJv OJOw
Ldz OJv 0z
Por lo tanto:

ox 0Jdy 0z dx dx Ox
11ov ov o0dv 1lou odv Jw

2|0x 0y o0z| 2|dy Jdy Ody
ow dw Jw du Jdv Jw
[ dx OJdy 0zl Ldz Ov 0z
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Como:
)/xy
Entonces:
gxx
1
[8] = Eyyx
1
_E Yzx

En conclusién

1 1
E Vy E Vxz
1
&y  SVyz
1
E Yzy €2z

<au+au) (6 +6 > (6u+0w>'
dy c')x dz 0x
1 (6v+ ) ( N > (av 6w>
2 dy 0dy
<6w 6u> <6w+ av) (aw 6W>
dy 0z
Jdu (au N ) 1 (au N 6w>
0x ay 0x/) 2\0z 0x
1/0v Jdu 1/0v Ow
RN
2\dx Jdy ay 2\0z 0y
10w Odu ow 0v ow
L i %
2\0x 0z dy 0z 0z
B u B ov _ ow
Exx = G vy T aygzz T 0z

<0u 017) _(0u+
ay " ax) = = 5z

GW) _ (617 N
ax/) 2 = 5

6W>
dy

Matriz de deformaciones

la matriz de deformaciones es aquella matriz que relaciona el

desplazamiento presentado entre la configuracion de referencia no deformada y la

configuracién actual o deformada. Es una matriz simétrica porque al ser compatible con los

esfuerzos deben reflejar igual simetria.
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2.8 Modelo constitutivo de un material elastico lineal
Modelos constitutivos:

El comportamiento mecanico real de los materiales es bastante complejo, sin embargo es
posible establecer la relacion entre el esfuerzo y la deformacion durante el proceso de carga
mediante modelos matematicos denominados modelos constitutivos. La aplicacion de
dichos modelos depende del orden de magnitud de la deformacion y de las caracteristicas

mecanicas del material, entre otras.

Los modelos constitutivos describen el comportamiento de un material bajo diferentes
acciones, principalmente mecanicas. La respuesta mecanica de los materiales esta
expresada en términos del esfuerzo, la deformacion y las variables internas. Estas ultimas

describen el efecto de la historia de carga sobre las propiedades actuales.

En general los modelos constitutivos estan formados por la ecuacion constitutiva, el criterio

de fluencia o de fractura, las leyes de evolucion y las condiciones de carga y descarga.

La ecuacion constitutiva es la expresion que define al esfuerzo (o el incremento del
esfuerzo) en funcion de la deformacion (o del incremento de la deformacion), en un

instante de tiempo y para todo punto material.

El criterio de fluencia o de fractura establece la condicion limite para el cual el estado de
esfuerzos o deformaciones de una particula describe un comportamiento elastico. Para los
materiales ductiles tal condicion se denomina criterio de fluencia y para materiales fragiles

se llama criterio de fractura.

Las leyes de evolucion son expresiones que definen la historia en el tiempo de las variables
internas del modelo constitutivo. Como su nombre lo indica, las condiciones de carga y

descarga establecen cuando un punto material se encuentra en régimen de carga o descarga.

A pesar de la diversidad en la representacion del comportamiento mecanico de un material,
a continuacion se indican algunas caracteristicas indispensables de todo modelo

constitutivo:
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X/
L X4

X/
L X4

Homogeneidad dimensional. La dimension de cada uno de los términos de la

relacion constitutiva debe ser la misma.

Sistema coordenado indiferente. Aunque se pueda expresar con respecto a un
sistema coordenado especifico, las relaciones constitutivas son independientes del

sistema coordenado escogido.

Objetividad material. Las relaciones constitutivas no cambian con respecto a la
traslacion y rotacion del marco de referencia. Por ejemplo, el movimiento del sélido

rigido no afecta su estado de esfuerzos.

Los tipos de formulacion matematica utilizados para obtener las relaciones constitutivas

son los siguientes:

*
L X4

X/
L X4

El formato algebraico relaciona los esfuerzos y de deformaciones mediante la
relacién constitutiva de un modelo elastico lineal que estd dada de la forma o =
c: edondeCla matriz constitutiva elastica y depende de las constantes elasticas del

material y el vector de deformaciones.

El formato integral es una representacion funcional donde las componentes de la

matriz de esfuerzos son el resultado de las derivadas parciales de un potencial

- , ow
w (Eij) con respecto a las componentes de deformacion, es decire;; = Fy-
ij

El formato diferencial establece una relacion constitutiva tangente de la forma
do = C'"": dg, definida a partir de elementos diferenciales de esfuerzo do y de
deformacion de. Este formato permite almacenar las variables internas las cuales

memorizan los cambios inelasticos de las propiedades materiales.

Material eléstico:

Elasticidad es la propiedad fisica de un solido de regresar a su configuracion de referencia

después de retiradas las acciones impuestas sobre €l, en otras palabras, no hay deformacion

en el sélido después de la descarga.
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Un material se denomina elastico si cumple con tal propiedad y ademas el tensor de
esfuerzos es una funcidn Unica del tensor de deformaciones. En cambio un material se

define como ineléstico si después de la descarga existe una deformacion permanente.
Material elastico lineal:

Para un material eléstico lineal se establece que el campo tensorial de esfuerzos es una
funcién lineal del campo de deformaciones. Asimismo, considera que los gradientes de

desplazamiento son pequefios con respecto a la unidad.

Para muchos problemas de ingenieria el modelo elastico lineal ofrece resultados
satisfactorios, tal es el caso de estructuras bajo cargas de servicio con materiales como el

concreto y el acero.
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2.9 Matriz constitutiva [D] del s6lido elastico

Escribiendo en formato matricial la matriz [D] que relaciona los esfuerzos con las

deformaciones:

{0} = [Dl{e}
Donde:
{o} - Vector de esfuerzos
[D] - Matriz constitutiva
{e} - Vector de deformaciones

De la ley generalizada de Hooke:
Oxx — VOyy —V0,, = E&yy
—VOyx + 0yy — V0, = E¢y,,
—VOyx — VOyy + 05, = E€y,

Escribiendo en un formato matricial:

1 —v —v](%xx Eéeyy
v —v 11\0z Ee,,
Resolviendo el sistema aplicando la regla de Cramer:
Fy F F3
O-xx:Z ) O-yy:Z y O-ZZ:Z

Donde:

Eeye —v —v
Fy=Eeyy 1 V| =(1—-v*)Eey — (—v—v*)Eey, + (v +Vv?*)Ee,
Ee,, —v 1

Fi = (1 =v®)Eey + (v +Vv3)Eey, + (v +V?*)Ee,
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Fi =0 +v)(A1 —Vv)Eg + (1 +V)VEe),, + (1 + v)VEe,,
1 Egy -V
F,=|=v Egy —V|[=—(—v—-v*)Eey, + (1 —Vv?)Ee,, — (—v —V?)Eg,
-v Eg,, 1
F, = (v +v®)Egy + (1 —v*)Ee,, (v + v¥)Ee,,
F, =0+Vv)VEe, + (1 +v)(A-v)Egy, + (1 +V)VEe,,
1 —v Egy
Fs=|=v 1 Egy|l=@+v3)Eey — (—v—v3)Eg,, + (1 —v*)Eg,
v —v Eg,

F3 = (v+v)Egy + v+ Vv3)Eey, + (1 —v?)Ee,

F3 = (1+v)VEe, + (1 +Vv)VEe,, + (1 +v)(1 —v)Eg,

1 v —v
A=|—-v 1 —v[=0Q-=-v)+(v-v)v—-(HWV+v>V
-v —-v 1

A=0=-v)-wW+vDHIv—(v+vHv=>10—-v3) -2v+vH)v=1—-3v% - 23

A=1+v)(A1-2v)(1+v)

Entonces:

F (1+v)(A —=v)Egyy + (1 +v)VEey, + (1 + v)VEe,,

T =7 T+v(1-20)1 +v)
(1-v)E vE vE

Opx = Exx T+ Eyy + Eyy

A+v)1-2v) A+v)(1-2v) A+v)1-2v)

E
Oxx = D) {(1 —V)éxx T VEyy +VE,,
_F (14 v)vEe, + (1 +v)(1 —v)Eeg,, + (1 +V)VEe,

=T T+nA-201 +v)
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vE

B (1-v)E vE
WEAFA-n T arnd-n > Tarvad-—)

E
%y = AT A 20 {vee + (1 —v)eyy, +vey,)

o = F3  (14+v)vEey + (1 +V)VEey, + (1 +v)(1 —v)Ee,,
Zp 1+v)A-2v)(1+v)
vE vE (1-v)E
Oyp = Exx + gyy + Esz
1+v)(1-2v) 1+v)(1-2v) 1+v)(1-2v)
E
O-ZZ

T a+na-2v) {veux +veyy + (1= v)ey;)

Por otro lado, la deformacion angular es proporcional al esfuerzo cortante o tangencial en
dicho plano de la forma:

_ Txy ) _ Txz ] _Tyz
ny_? ’ sz_? ’ yyz_?
Despejando las componentes de esfuerzo cortante se tiene que:
E E (1-2v) E (1-2v)
Txy = nyy =5 T NVxy = Yxy = xy
2(1+v) 21+v) (1 -2v) 1+v)(1-2v) 2
E E (1-2v) E (1-2v)
Txz = Gsz =orr T Vxz T Vxz = Vxz
2(1+v) 20+v)(1—2v) 1+v)(1-2v) 2
E E (1-2v) E (1-2v)
Tyz = Gsz =577 Nz T Yyz = yz
2(1+v) 21 +v) (1 —2v) A+v)(1-2v) 2

Escribiendo las ecuaciones resultantes de los esfuerzos:

Oxx = IO {(1 —V)E&xx T VEyy, + vezz}

E

P = Trwya Vet ey Fves)

yy
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B E
T (1+v(-

O,y ) {ver +vey, + (1 —v)ey,)

~ E (1-2v)
T T+ v)a- 21/){ 2 yxy}

~ E (1—2v)
Yz = 1 v = 2v) { 2 V"Z}

B E (1-2v)
2T T+ vd- 21/){ 2 ”yz}

Escribiendo en un formato matricial:

(Txx\ (D11 D1z Diz Dy Dis  Dig) (Exx)
Oyy D1 Daz Daz Das Dps Dagl gy,
Ozz \ _ E D31 D3; D33 D3y Di3s Dsg|) €y
| Txy | (14+v)(1 —2v)|Da1 Daz Daz Dis Dis Dyl |Vxy |
U"Z) Ds; Ds; Ds3 Dsy Dss  Dsg lyxzj
tyz Ds; Ds; De3 Desa Des Degl “17z
Por lo tanto la matriz constitutiva [D] es igual a la siguiente expresion:
1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0 ]
D] = E | v voo1-v 0 0 0o |
A+w(a-2v| Y 0 0 (1-2v)/2 0 0
0 0 0 0 (1-2v)/2 0
0 0 0 0 0 (1-2v)/2

La matriz constitutiva de un material lineal isétropo estd definida por las constantes
elasticas y las componentes de esfuerzo y de deformacion las cuales también se pueden

expresar en funcion a las constantes de Lamé que son las siguientes:

_ E 1= vE
21 +v) ’ T (1+v)(1-2v)

p==aG
Escribiendo los esfuerzos en funcion a las constantes de Lamé resulta:
Opx = A+ 21 ey + Agyy + gy,

Oyy = Aeyy + (A + 2)ey,, + Aey,
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Opz = Aexy + Ay + (A + 21y,

Txy = UYxy
Txz = UYxz
Tyz = UYyz

Escribiendo en notacion de Voigt:

Ty (A + 2) A A 0 0 0] (&
Gyy| | 2 A+ 2w A 0 0 0[5
oz _| 2 1 A+2w) 0 0 0l)¢z
Txy | 0 0 0 w0 OI Vxy
|7, | l 0 0 0o 0 K OJ lyle
kryz 0 0 0 0 0 u )/yz)

En conclusién la matriz constitutiva, es aquella matriz que relaciona los esfuerzos con las
deformaciones, para un material elastico lineal e isotropo solo depende de dos constantes
que son: el coeficiente de Poisson y el Modulo de elasticidad longitudinal o Mdédulo de
Young. Es simétrica debido a que las matrices de esfuerzos y deformaciones reflejan igual

simetria.
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2.10 Condicion Plana de Esfuerzos

El estado plano o condicion plana de esfuerzos es una simplificacion del estado
tridimensional, en el cual las componentes de esfuerzo contenidas en un plano coordenado
especifico pueden ser diferentes de cero, mientras que las componentes de esfuerzo que no

estan contenidas en un plano especifico o en planos paralelos son nulas.

t = muy pequefo
“lamina"

Por lo tanto, si el sélido describe una condicion plana de esfuerzos en el plano xy los

esfuerzos y deformaciones resultantes son las siguientes:

Oxx # 0 - Exx *0
ayy # 0 - &y # 0
0,, =0 - & F0
Ty # 0 - Yey 0
Tz=0 > =0
T =0 > =0

Se observa que a pesar que las componentes de esfuerzo fuera del plano xy son nulas, la
componente de deformacion longitudinal €,, en la direccion z es diferente de cero y

depende de las otras dos componentes de deformacion longitudinal.
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Entonces las ecuaciones de las deformaciones longitudinales resultan:

1
Exx = E{O-xx - VO'yy}

1
Eyy = E{ny - fox}

Escribiendo en un formato matricial:
[ 1 -V {O'xx} _ {ngx}
—v 110y Eey,

Resolviendo el sistema aplicando la regla de Cramer:

1
o—xx=Z
F,
GW:Z
Donde:
_|1 -v|_ a2
A= _y 1|—1 v
Ee -V
F, = Ee;j, 1 | = Eexx + VEey,
1 Egyy
F, = v Eey, = Eé&yy, + VEEy
Entonces:
F;, Eg&y +VEe E vE E
O =7 =—F—5 = 7 &t T8y = T3 (B + VEyy)
A 1—v 1—v 1—v 1—v
F, Eey +VEey,  VE E E
Oyy =4 = 12 :1_v2€xx+1_v2£yy=1_v2(v‘9xx+5yy)

—c _ E (1—1/)_ E (1—1/ )
Ly =Wy oy \15) 102U 2



Escribiendo en un formato matricial:

Uxx E 1 v 0 gxx
W= T3 1 —v 157
1—v
Txy O 0 yxy
2
La deformada en la direccién z es:
v
¢z =" F (Gxx + Jyy)
Pero:
E
Oyz = A+ A =2v) {vexx +vey, + (1 - v)ezz} =0
v
€2z = v —1 (Sxx + Eyy)
Luego:
v v
€z =% (Gxx + Uyy) U1 (gxx + gyy)

55



2.11 Condicion Plana de Deformaciones

El estado plano o condiciéon plana de deformaciones es una simplificacion del estado
tridimensional, en el cudl las componentes de deformacion contenidas en un plano
coordenado especifico pueden ser diferentes de cero y en el cual las componentes de
deformacion que no estan contenidas en un plano especifico (o en planos paralelos) son

nulas.

t = muy grande

Por lo tanto, si el sdlido describe una condicion plana de deformaciones en el plano xy las

deformaciones y esfuerzos resultantes son los siguientes:

Exx 0 - Oxx #0
&y #0 - ayy 0
&,,=0 - 0,, # 0
Yay 0 - Ty # 0
Yxz =0 - Ty, =0
Vyz =0 - Ty =0

Se observa que a pesar que las componentes de deformacion fuera del plano xy son nulas,
la componente de esfuerzo normal en la direccién z es diferente de cero y depende de las

otras dos componentes de esfuerzo normal.

Entonces los esfuerzos resultantes son:
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B (1-v)E vE
o = Arnad-v) > T arod -2

E
% = T A—2Y) {1 =)y, + vy}

B vE (1-v)E
W EATnad - T adrna—zv)

E
%y = ATV {vee + (1 =)y}

o __E E (1-2v)
by =Wy S o Ty T o (1= 2v) T

B E (1-2v)
T - 21/){ 2 ny}

Escribiendo en un formato matricial:

1-v) v 0
(o) &
xx E v (1 _ V) 0 XX
= ATV =) 1—-20)1>
Txy 0 0 _ yxy
2
El esfuerzo en la direccion z es:
_ vE { N }
A G T B2 Lt
Pero:
1
Epy = E{O'ZZ — v(axx + ayy)} =0
Oy = v(axx + ayy)
Luego:
vE
Oyy = {gxx + Syy} = V(O-xx + O-yy)

A+ v)y(1-2v)

57



2.12 Formato matricial del elemento finito

El vector de desplazamientos dentro del elemento finito triangular puede expresarse como:

{U(e)} = [N(e)]{a(e)}

Donde:
{U(e)} - Vector de desplazamientos
[N (e)] - Matriz de funciones de forma
{a(e)} - Vector de desplazamientos nodales
Por lo tanto:

(e
ey ={4o}

llj

(x;, ;)

X
La matriz de funciones de forma en un formato matricial puede expresarse como:

o1 N7 0 NP 0 N o
2 3
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El vector de desplazamientos nodales en un formato matricial puede escribirse como:

ruge)\

n©

{a(e)} — < >

Entonces:

{U(e)} = [N(e)]{a(e)}

N 0 NP 0 N® o

{u(e)} _
U(e) 0 Nl(e) 0 Nz(e) 0 N:,ge)

Expresando las matrices y vectores para el elemento finito triangular:

NSO 0
%] = :) N©
L b O
[Bi(e)] G l IC;J
)=o)
i

o= ] (] ()

)= (7] o] (6]




NS
{a(e)} — age)

ol

El vector de deformaciones también puede escribirse como:
{g(e)} = [B(e)]{a(e)}

Donde la matriz de rigidez puede escribirse como:

k@] = [ (5] [p@][5@] av

La fuerza en el elemento finito triangular queda expresado como:
(r@) = [vel (@} ds + [ v po}ar
r 14
Donde:

{ S(e)} = f[N(e)]T {P@}ds - Vector de fuerzas de superficie
r

{fb(e)} = f[N(e)]T {b@) av - Vector de fuerzas de cuerpo
v

Entonces:

(F@) = [Vl Py as + [ VO] (0} av = (£} + (£°)
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2.13 Condiciones de carga

Las condiciones de carga que intervienen en el elemento finito triangular lineal en una
condicion plana de esfuerzos y deformaciones son las fuerzas de superficie y las fuerzas de
cuerpo o de volumen, las cuales dependen del tipo de problema, la geometria y la funcién

de aproximacion del elemento.
Fuerzas de superficie:

Las fuerzas de superficie son acciones distribuidas en una superficie especifica en el

contorno del sélido o dentro de €l, que actlan por contacto directo con otro cuerpo.

El vector de fuerzas de superficie puede escribirse como:

(1) = f[N(e)]T{p(e)} ds

lado3 lado2

lado 3

lado 1 lado 1

nudo i nudo i
nudo j nudo j
Donde:
N0
0o N
[N©]" = [N (()e)
0 N,
U
- 0 N,
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El diferencial de superficie puede expresarse como:
dS =tdL

Entonces el vector de fuerzas de superficie en las tres caras puede escribirse de la siguiente

forma:

A f [NOT (A} ds + f [NO]" (P} ds + f [N©]" (A} as

r r
Nl(e) 0 —Nl(e) 0
(e) (e)
0 N 0 N
(e) (e) 6 Px(le—)z (e) 6 Px(ze—)s
{fs }: Ny o |1 o ttdL + N, 0|1 et eal
N P N P
L(e) 0 2 Y1i-2 L(e) O 2 Y2-3
1-2 N(e) 0 2-3 N(e) 0
8 N© ?6 N©
3 - 3
N® 0
(e
0 N, P(e)
(e) 0 X1-3
|V i
(e) 0 2 Y1-3
LiZs] (e 0
N3 (e)
0 Ny
fSyS
3 f5x3
(:) fSyz

foQ

Se va trabajar con presion uniforme es decir:
Px(f_)S y Py(f_)S = ctte
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Por lo que:

@ ;@

Xp—372-3

oo = fo = 25

(e) ;(e)

_ " Y2-372-3
f‘Syz - f:gyg - 2

Cualquier elemento finito triangular nunca va a tener una distribucion de esfuerzos en las 3

caras, asumiendo como maximo en 2 caras, para demostrar las anteriores 2 ecuaciones se
tiene que:

alb!c!
2A
(a+b+c+2)!

fL‘{Lng dA = leaszNg =
A A

Como las coordenadas de area son iguales a las funciones de forma se tiene que:

N; = l; = coordenadas de area

Entonces:

a!'b! )

arb _ anrb —
jLiLjdL— JNiNj AL = ey b

(e) (e)
Lij Lij

1! 0! ) _1 )

© ©)
N® dL= | N® dL = ©) _ (e
l j J (1+0+1) 4 — 270

(e) (e)
L; i L; i

Reemplazando esta Gltima expresion en {fs(e)} e integrando se tiene:

(p(e) (0 (e)
Px1—2 0 (le_g\

Py, p© Py,

1 1 X2-3 1

@\ _ =4 (e (e) (e) 0
{1} = SLt Px(lef LDt p@ Ly oo

(e

Py(l)_z p,fjjg P2,

(e
N Y, \Py(zeggJ LP}’1—3J
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Fuerzas de cuerpo o de volumen:

Las fuerzas de cuerpo son acciones distribuidas en el volumen del sélido las cuales actuan a

distancia como por ejemplo las fuerzas gravitacionales, inerciales 0 magnéticas.

El vector de fuerzas de cuerpo puede escribirse como:

Donde:

El diferencial de volumen puede expresarse como:

dV =tdA

() = f[N@)]T{b(e)} av

14
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Entonces el vector de fuerzas de cuerpo en el elemento finito, puede escribirse como:

{fb(e)} _ f[N@)]T{b(e)} dv

1 (e

@ 0 {|b

(7} = f N {b’ge)} tdA
A(e) O 2

(1) = [T 6@} eaa parai=1.23

Ale

Sustituyendo las funciones de forma:

© _
L(x;) 2A(3)

(a; + bix + c;y)
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Integrando la siguiente expresion se tiene que:

© 14 _ @\ (v @\ (@) g4 _ 110'0! © _ L e
(f)Ni dA = (J.)(Ni ) (v©) (&) A= oo oA =34
Ale Ale

Entonces el vector de fuerzas de cuerpo resulta:

@
fbxe !
(e)

by
be
@
by
bl
kb3(;e)J

~~

(79} =349 ¢ |

Esta expresion demuestra que las fuerzas de cuerpo se obtienen multiplicando el peso
especifico por el espesor t y el area del elemento finito triangular y se lo divide entre 3, lo
cual significa que se reparte a cada nodo equitativamente, sin importar la forma del
triangulo, en consecuencia se reparte en magnitudes iguales a los 3 nodos, lo cual es un
caso interesante ya que demostraria que ningan vértice de un triangulo es privilegiado ya

que:

(x3;y3)

(x2;y2)
(x1;y1)
. Xt Xyt
x= 3
ity tys
Y= 3
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2.14 Matriz de Rigidez del Elemento Finito Triangular Lineal

Del planteamiento de los trabajos virtuales aplicable a la mecéanica del medio continuo y el
andlisis estructural, el cual establece que un cuerpo esté en equilibrio si y solo si, el trabajo
virtual realizado por todas las acciones internas y externas es nulo, se define como la matriz

de rigidez del elemento como:

k@] = [[5@) [p@]s@av = | (5] [p@][5@)] ¢ as

T . .. . s
Como [B@] y [D®] son matrices constantes dentro del elemento finito la ecuacion

anterior queda como.

K] = [B] [p@][B] e [ da

[K@©] = [B(e)]T[D(e)][B(e)] t A©

Donde:
Condicion Plana de Condicion Plana de
Esfuerzos Deformaciones

Dy E® 1 E®(1-v*)
DY’ 1- (VES:' ) (1 +v@ l] — 21/(3:')
b © E (= :-v(s:- E (s:-vts )

. 1- (v )2 1+v@)i-2v?)
D@ E“ E®

Escribiendo la matriz de operadores diferenciales en un formato matricial:

by 0 b, 0 p O
[B(e)] = 2A(€) 0 Cq 0 Co CQ C3
Cq b1 Co bz 3 b3
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Escribiendo la matriz de constantes elasticas en un formato matricial:

© pe

D11 D12 0

[p@] = b D7 0
o o0 DY

Escribiendo la matriz transpuesta de la matriz de operadores diferenciales se tiene:
0 ¢ by

[B(e)]T= 1 b, 0 ¢
24910 ¢, by

Entonces:
[K@©] = [B(e)]T[D(e)][B(e)] t A©
Escribiendo el producto matricial entre matrices se tiene que:

0 ¢ b|[DY DY o

1
@1 [p@] = b, 0 Cf[h@© H©
[B ¢ ] [D(e ] T 240 02 c, b, D12 Dzz 0
b, o0 |lo o DY

b,Djy  biDfy DY)
D9 ¢,p{? b, D
1 |b,0 b0 ¢,D{
P00 e 1,0
b0 b0 ;0%
c3D5 D5 byDSY]

5] [0] =
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(b, D
chl(g)
1 |b,p
24®) | ¢, p©
bsDL

| c5D5)

k] =

b, D ¢, D]
;D9 b, DL
b,D ;D53 1 %1
CzDz(g) szé? 24 Cq
bsD ;DO
csDg5  bsDg3).

0

by

b, 0 p, 0
0 c; o c3|tA®
Cy b2 C3 b3

En conclusion la matriz de rigidez [K(e)] operando el producto matricial entre la matriz de

operadores diferenciales con la matriz constitutiva se tiene que:

(k@] = [B(e)]T[D<e>][B(e)] t A@© =

Donde:

K1 = b12D1(i) + 012D1(§)

Ky, = blcle(? + blczDg)
K, = blchl(;) + blchg?
Ky, = C152D2(§) + blszg?
K3 = bleDS) + clczDg?
K;, = bzcle(? + bzczDg?
K41 = b1c;D9 + bye; D
K4y = CgDz(;) + b%Dg?

K51 = blbng(i) + C1C3D3(§)

Kyip = byc,D9 + byc, DS
Kys = bb3D + ¢1c,D%0
Ky, = ClzDz(;) + blzDé?

Kys = bgchl(;) + blc3D§§)
Ksp = byc;D9 + byc,D
K35 = b2b3D1(i) + C2C3D:§§)
Kyp = €16,D59 + byb,DY)
Kys = b3c2D1(;) + bzc3D§?

KSZ = b3C1D1(;) + b1C3D:§§)

K11 Kio
K1 Ky
K31 Kz
4A@ Ky, Kuy
Ks; Ks
[Ke1  Keo

K13 K14- K15 K16
K23 K24- K25 K26
K33 K34— K35 K36
K43 K4-4— K4-5 K4-6
K53 K54- K55 K56
K63 K64— K65 K66

K3 = b1b,D + ¢,c,DS9
Kyg = bycsD + byc, DY
K,3 = bzchl(;) + blczDég)
Ky = clc3D2(;) + b1b3D3(,§)
K33 = bgDS) + szDg)

K6 = byc3DS + byc, DY
K43 = byc;DS + byc, DY
Ky = C2C3D2(;) + b2b3D§§)

K53 = b2b3D1(i) + C2C3D§§)
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K54 == b3C2D1(;) + b2C3D:§§) K55 == b%Dfi) + C%D:g;) K56 = b3C3D]F;) + b3C3D:§§)
K61 = b1C3D1(;) + b3C1D§§) K62 = C1C3D§;) + b1b3D3(§) K63 == b2C3D]F;) + b3C2D§§)
Ko = €3¢3D ) + bybsDSS  Kes = bycsD'S) + bycsDSD Keg = 2D + b2DSY

En conclusién la matriz de rigidez, es aquella que relaciona los elementos de la matriz de
operadores diferenciales junto con los elementos de la matriz constitutiva, es una matriz
simétrica, debido a que su demostracion a sido por métodos energéticos lo cual significa

que el trabajo virtual externo es igual al trabajo virtual interno.

Recordar que:

@ __1 b

N7 = SA@ (ay + byx + c1y)
@ __1

N,” = 21® (a, + byx + c,y)

@ _ _1 b
Ny~ = Y1O) (asz + bzx + c3y)

Ay = X3Y3 — X3Y2b1 =Y, — Y301 = X3 — X3
ay = X3y1 — X1Y3by, = y3 —y100 = X1 — x3
a3 = X1Y2 — XY1bs = y1 — Y203 = X3 — X3

OO OBEVIONIOBNVIONIO)
Uty = N7 UL + N2 U, + N3 U

(e _ prle)y (e (e)y,(e) (e)y,(e)
Vény = MOV + NV 1+ Ny
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2.15 Planteamiento General del Problema Elastico

El problema elastico lineal consiste en obtener, para todo instante de tiempo, el

desplazamiento, la deformacién infinitesimal y el esfuerzo de cada una de las particulas que

conforma un solido de material elastico lineal is6tropo, el cual estd sometido a diferentes

fuerzas externas.

Ecuaciones de equilibrio interno o ecuacion de Cauchy.

Se considera un cuerpo en equilibrio si la fuerza y el momento resultante alrededor de un

punto especifico son iguales a cero. Asimismo, una parte cualquiera del cuerpo de volumen

y de superficie de contorno también estard en equilibrio, si todo el solido cumple con tal

condicion.

Analizando los esfuerzos en las caras correspondientes en un diferencial de volumen se

tiene que:

[IP9E2]

Superficie o cara “x
Txz + OTxz/OX dx

Txy + OTxy/Ox dx
Oxx + dcxx/dx d)f

|

| N N AN
[~ S Z
|

|

1

Txy

Txz
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(13 2

Superficie o cara “y

/£
T >/<>\} dz Tyz + atyz/ay dy

“ “>/<>\\
S i

Oy «L——————— 817\2/ <N‘ 40 IR Oyy + OTyy/0y dy

>0 T TTROR
L 0,8
Tyz 2\}5& dx Tyx + a'[yx/ay dy
e
/
Ve
dy

Superficie o cara “z”

Ozz + (30'22/62 dz

Tzy + OTzy/0z dz
Tzx + atzx/az dz

dz

Tzx

Ozz

Las fuerzas que actuan sobre una parte del cuerpo corresponden a la suma de las fuerzas

como el peso propio, expresando en forma vectorial:
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dF = dFyl + dF,j + dFzk
dF = p,dV i+ p,dV j+p,dV k

La primera condicién de equilibrio estatico indica que la fuerza resultante es igual a cero y

se puede expresar mediante las siguientes ecuaciones:

ZFx=O

0Ty

ay

TZ X

00,y
0z d

Tyx + AyAy, — Tyx + Ty + dzA, — T, + Oyx + ox XAy — Oxy + p,dV =0

OTvs 1y(axdz) + 22 dz(dydi) + 2% dx(dydz) + py(dxdydz) = 0
ayyxz 5, 4Z(dydx 5y 2x(dydz) + py(dxdydz) =
00y 0Tyy 0Ty,
Pxt ox + oy + 0z =0
> B =0
00y, 01,y 0Tyy
dyy + WdyAy — Oyy + Ty + WdZAz — Ty + Tyy + deAx — Tyxy +pydV =0
ao—yy aTZy aTxy
dy dy(dxdz) + Edz(dydx) + de(dydz) + py(dxdydz) = 0
Jt do. Jt
yx yy Yz _
’Dy+ax+6y+6z_
2.5~
dt do. Jt
Tyz + idyAy - Tyz + Ozz + leAZ — Ozz + Txz + idXAx — Txz + pZdV =0

0z 0x

do,,

0z

TXZ

ox

0Ty,

ay

dy(dxdz) + dz(dydx) + dx(dydz) + p,(dxdydz) = 0
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0T, 0T, 00,

'DZ+ax+ay+0z =0

Por lo tanto las tres ecuaciones de equilibrio interno o ecuacion de Cauchy son las

siguientes:
00y,  0Txy 0Ty,
Pt Ty T o =0
0Ty, 00y, 0Ty,
Pyt o T 6y+az =0
pz+arzx+arzy+aazz=0

0x dy 0z
Componentes de la matriz de deformacion.

La matriz de componentes de deformaciones, cuyas componentes estan en funcion de los

gradientes del desplazamiento:

ou 1/0u 0Jv 1/0u Ow\]

ax ﬂ@%ﬁi@#ﬁ)

1/0v Jdu v 1/0v odw

le] = z(a*a) 7y z(?w)
1/,0w Ju 1/,0w 0dv aw
E%ﬁa>ﬂ@%ﬁ 9z

Por lo tanto las componentes de deformacion infinitesimal y de desplazamiento

corresponden a un sistema de seis ecuaciones diferenciales parciales de la forma:

u ov ow
o Ty P T

_(6u+617) _ _(au+aW) _ _(av+aW)
Yoo =5y Tox) 7 Y27 \az " ax) 7 2T G2 gy

Siendo u, v, w tres funciones continuas y derivables para todo punto material en el dominio
del medio continuo.
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Ecuaciones de compatibilidad de deformaciones infinitesimales.

Como se indico anteriormente, el campo de las deformaciones infinitesimales es funcién
del gradiente del campo del desplazamiento, siendo este Gltimo un grupo de funciones
continuas, al igual que sus derivadas, que depende de la posicion del punto material y

tiempo.

La relacion obtenida entre las componentes de deformacion infinitesimal y de
desplazamiento corresponde a un sistema de seis ecuaciones diferenciales parciales de la

forma:

u v ow
Tk WThy =T

_(6u+6v) _ _(6u+6W) _ _<6v+6W)
Vay = dy Ox P e T\, T ax) 0 2T g, oy

Siendo u, v, w tres funciones continuas y derivables para todo punto material en el dominio

del medio continuo.

Si las funciones de desplazamiento u,v,w en términos de la posicién (x,y,z) son
conocidas, las seis componentes de deformacion se obtienen evaluando las derivadas de
u, v, w COn respecto a x,y,z. En cambio, cuando se desean calcular las tres componentes
de desplazamiento, siendo conocidas las seis componentes de deformacidn, se conforma un
sistema de seis ecuaciones con tres incognitas, para el cual podria 0 no existir una solucion,
es decir, un valor de las funciones de desplazamiento obtenido de un grupo de componentes

de deformacion escogidas de forma arbitraria.

Si se deriva dos veces la componente ¢,, con respecto a"y", al igual que se deriva dos

veces la componente €y, CON respecto a "x" se tiene que:

0%ey, 07 <au) 0%, 07 (617)
’ dx2  OxZ

0y? ~ 9y?\ox dy

Derivando la componente de deformacion y,,, con respecto a "x"y a "y" se tiene que:
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azyxy_ 0° (au+av) 02 (au)+ 0?2 (aU)
dxdy 0xdy\dy ox/) dy2\ox/ dx2\dy

. d%¢ 0%¢ ., . . . .,
Sustituyendo ay’z"‘ y axﬁy en la expresion anterior se obtiene la primera ecuacion de

compatibilidad de deformaciones infinitesimales de la forma:

0%y, 0%ey, 0%V
dy? 0x2  0xdy

De la misma manera se obtienen otras dos ecuaciones de compatibilidad relacionadas con

las componentes de deformacion y,.,yy,, indicadas a continuacion:

0% xx n 0%e,, _ 0%Yyz
0z2 0x2  0x0z

0%y,  0%¢,, B 0%yy,
dz2 dy?  dydz

Ahora, derivando la componente &,, con respecto a "y" y a "z" se tiene que:

0%ey, 07 (6u>
dydz  0dydz \ox

Y la segunda derivada de las componentes de deformacion angular y,,, vy, ¥ ¥x, cCON

respecto a "x", "y" y "z" respectivamente son las siguientes:

azyyz_ 0° (6v+6w> 02 (617) 0° (6w>
ax2  9x2\dz ady/  0x2\dz/) ax?\dy
i (f’_u+f’_W)_ﬁ<a_W>+ o (29
dxdy 0xdy\dz dx/ 0x2\dy) dydz\ox

azyxy_ 0?2 (au+av)_ 0% (av)+ 02 (au)
dxd0z 0xd0z\dy 0x) 0x2\dz) 0dydz\ox

De la suma de las tres ecuaciones anteriores se obtiene:

azyy2+a2yxz+azyxy_ ” (517> . <6W>+ > (0W)+ ” <a“>
0x* " 0xdy = 0xdz  0x*\0z/ 0x*\dy) 0x*\dy/  9ydz\ox
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N 02 (av)+ 02 (au)

0x?\0z/ 0ydz\dx

azyyz+azyxz+azyxy 02 <6u) 0%y
dx2  0xdy 0xdz  0ydz\dx

=2 dyoz

Por lo tanto se concluye que:

ey 0%y 0%V  0%Vay
dydz  0x? = Oxdy 0x0z

De la misma manera se obtienen otras dos ecuaciones de compatibilidad relacionadas con

las componentes de deformacion &, ye,, indicadas a continuacion:

0%eyy _0%¥yz  0%¥xz  O*¥xy
0xd0z 0dxdy dy?*  0yoz

azgzz _ azyyz azyxz _ azyxy
0xdy 0x0z 0ydz  0z?

En resumen las seis ecuaciones de compatibilidad de deformaciones infinitesimales son las
siguientes:

0%yyy 0%gyy 0%y,
dxdy  0x2 dy?

azyxz _ (')Zgzz n az‘c:xx
0xdz  0x2 0z2

0%y, 0%, 0%y,
dydz  0dy? 0z?

exx _ 0%Vyz | 0%uz | 0%Vay
d0yoz d0x?  0xdy 0x0z

azgyy . azyyz azyxz azny

d0xdz 0xdy 0y? = 0ydz

0%e,, 0%y, 0%, 0%Yxy

dxdy 0xdz 0dydz  0z2
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Por lo tanto se puede concluir en lo siguiente:
Numero de incognitas:

» 6 componentes de la matriz [T]

» 6 componentes de la matriz [¢]

> 3 componentes del vector desplazamiento (U = ui+ v j + w k)
NuUmero de ecuaciones:

» 3 ecuaciones de equilibrio interno.

» 6 ecuaciones de las componentes de la matriz de deformacion.

» 6 ecuaciones de compatibilidad de deformaciones infinitesimales.

Por lo tanto para resolver el problema elastico de la forma general, es necesario resolver un

sistema de 15 ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con 15 incognitas.
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2.16 Formulacion del problema elastico en desplazamientos

Ecuaciones de Navier: El problema elastico lineal se puede plantear en funcion del campo
de los desplazamientos, de acuerdo a las ecuaciones de gobierno y de las condiciones de

borde apropiadas, por lo tanto escribiendo las ecuaciones de Lamé:
Oxx = A+ 2G)exy + Ay, + Agy, = (exx + gyy + ,2)A + 2Gergy
Oyy = Aeyy + (A + 2G) ey, + Aey, = (exx + gyy t £,2)A + 2Geyy,

Oz = Mgy + A8yy + (A + 26) &5, = (E4x + &)y + €2,)A + 2Ge,

Txy = nyy
Tyz = GVxz
Tyz = Gsz

Pero:

Por otra parte:

V= g i+ g + g k
“ox oyl Moz
l7(_j_6u_|_6v_|_aw
T 9x  dy 0z
Entonces:
Ju Jdv Jw ou N ou
Uxx:(exx+£yy+ezz)l+2(;gxx:<a+@+E)A+ZGaZ(V.U)A+ZGa
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De las ecuaciones de equilibrio interno:

00, N 0Ty N 0Ty,

Pt 5y dy 0z =0
0Ty, 00y, 0Ty,

py+6x+6y+6z_
0T, 0Tz 00,

=0
Pzt oy Ty T oz

Partiendo de la primera ecuacion de equilibrio interno:

+ {(\7 0 +26 24 4 } g {G(au+av)}+ g {G(au aW)} 0
Pz axS " ay U \ay Tax)S Tz 1" \az T o

+ 1 g (V ﬁ)+2662u+662u+6 0% +G62u+G o' _
P T A5 V- ax2 " T ayz " Uoxay " " 9z2 " " axay

+16(‘7ﬁ)+66(6u+6v+BW)+G 62u+62u+62u _ o
P T A5\ ox\ox 0y 0z ax2  dy?  0z%)

Por otra parte:

Entonces:

pxt+ Ao (\7 U)+G—(|7 U)+G(V2u)=0

a - —>
Py + (A+G)£(V.U) +G6(V2u) =0

De la misma manera se obtienen las otras dos ecuaciones relacionando las ecuaciones de

equilibrio con las deformaciones infinitesimales indicadas a continuacion:
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a - —
py + (A+G)@(V.U)+G(V2.u) =0

a - —
pZ+()l+G)£(|7.U)+G(V2.u) =0

Si multiplicamos estas tres ecuaciones por los vectores unitarios i, j, k respectivamente y

sumamos miembro a miembro, tenemos:
- Jd - - Jd - - 0 = -\«
pxl+ pyf + pok + (/’I+G)§(V.U)i+ A+ G)E(V.U)j+ 1+ G)E(V.U)k
+G(V2 Wi+ G6(V2wji+ G(V2wk =0
Por otra parte:
B = pxl+pyf+ psk
0=0{4+0j+0%k
v.(7.0) = = (7.0)i + = (7.0)j +
v2[0] = v (ui+vj+wk)
Finalmente:
~ Jd - - 0 - - 0 & - =
(pxl + pyi + pk) + (A + G) {a (v.U)i+ 3y (V.0)j + PP (V. U)k}
+G6{(72. Wi+ (V2 wj+ (V2 wk} =0
p+A+6)WV.(V.U)+6v*(U)=0

Ecuacién fundamental de la elasticidad

La ecuacion fundamental de la elasticidad es la Unica a la que debe satisfacer el vector

desplazamiento, en todos los puntos del sélido elastico.
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2.17 Formulacion del problema elastico en tensiones

Otra forma de resolver el problema elastico lineal estatico consiste en plantear un grupo de

ecuaciones diferenciales parciales en funcion del estado de esfuerzos.

Ecuaciones de Michell: Estas ecuaciones resultan del procedimiento de sustituir la
ecuacion constitutiva en la ecuacioén de compatibilidad de deformacion infinitesimal para

luego reemplazar en la ecuacion de equilibrio, lo cual resulta:

5 1 92 V \- , _06x
V0, RV Z(O'xx-l-O'yy-l-O'ZZ)— (1_V)V.p—2W
1 92 vV \o , 08y
|720yy 1+v6 Z(Uxx+0yy+0zz) (1_V)V.p— W
1 09?2 V \> , 006z
V20,, T aZz(axx+ayy+azz) _(1—1/)‘7'[)_25
1 02 [06x 38y
Vit + Ty axay (Pt O+ 0m) =~ |Gt 5
5 1 0?2 06x 00z
Vit + Ty awar et O o) = |G 4 o
1 92 06y 06z
P2ty + S 3y97 (0 + 0y + 022) = = | 5=+ 5 %

Si p es constante estas ecuaciones se llaman Ecuaciones de Beltrami las cuéles se pueden

escribir como:

62
(1+v)V%0,, + Fpe) (0xx + 0yy +0,,) =0

02
(1+wv)V?0y, + 37 (0xx + 0yy +0,,) =0

aZ
(1+v)V?0,, + 37 (0xx +0yy +0,,) =0
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(1 +V)V?1y,

(1 +v)V3r,,

1 +v)V?1y,

aZ
+W
62
* %oz
2

N 9]
dydz

(okxﬂ-oyy—kagz)==0

(okx4-oyy—kagz)::0

(okxﬁ—ayy—kagz)==0
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2.18 Metodo de los elementos finitos aplicado a la teoria de la elasticidad

partiendo de la teoria de los trabajos virtuales

El principio de los trabajos virtuales es el primer principio variacional aplicable a la

mecénica del medio continuo y el analisis estructural.

En cuerpos deformables, el trabajo virtual hecho por las fuerzas reales se puede dividir en
dos partes: el trabajo virtual hecho por las fuerzas internas §W; denominado trabajo virtual
interno y el trabajo virtual realizado por las fuerzas externas §W, llamado trabajo virtual

externo.

El trabajo virtual externo, es decir, aquel realizado por las fuerzas reales externas mientras

se presenta un desplazamiento virtual SU es igual a:

ow, = [ Uy P ds + [ U (BY AV + ) (80} ()

%4

El trabajo virtual interno por unidad de volumen es igual al trabajo realizado por el esfuerzo

asociado a desplazamientos virtuales por unidad de volumen, es decir [[\7]{6U}]T{a}. Por

lo tanto el trabajo virtual interno almacenado en el cuerpo esté definido como:
T
SW; = | [[VI{sU}] {o} av
14

El principio de los trabajos virtuales establece que un cuerpo esta en equilibrio si y solo si,

el trabajo virtual realizado por todas las acciones internas y externas es nulo, es decir:
SW = —6W, + SW; = 0
Por lo tanto se concluye que:

j [[V1{6U}] (o} av = f (SUYT{P} dS + J (SUYT{b} dV + Z{SU(xn>}T{f(xn>}
4 r \%4
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Donde:

9/0x 0 0
0 da/dy 0
| o 0 9/0z

"1=1a/0y a/0x o

/oz 0  9/ox

| 0 a8/0z a/dy.

du
{6U} = {617} —  Vector de desplazamientos virtuales
ow

(O3

| Oy |

0} =1 o=

Oxy

| oy |
\oy. )

5 — Vector de esfuerzos

{P}=1Ph —  Vector de fuerzas de superficie

{b} =<b, —  Vector de fuerzas de cuerpo

fx

{f(xn)} =</ —  Vector de fuerzas puntuales (escalares)

fz

El vector de deformaciones puede escribirse como:

{e} = [VI{U}

71{8U()} = [B©]{8a)}

Elevando a ambos miembros por la transpuesta a esta ultima expresion, se tiene que:

(71{8U))" = ([B@]{5a@))"
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(V}{sUe})" = (8a@} [B®]"

Expresando el vector de esfuerzos en funcién a la matriz constitutiva y al vector de

deformacion:
{0(6)} = [D(e)]{g(e)}
(o) = [p@] (5] ()

La suma de los trabajos virtuales de las cargas puntuales es igual a un formato matricial

para toda la estructura igual a:

S (80} {fio) = B0}
{8a}T{f™} >  enel tamafio de toda la estructura
{5(](6)} = [N(e)]{ga(e)}
Elevando a ambos miembros por la transpuesta a esta Ultima expresion, se tiene que:
(@) = (Iv@]fsa))"

({ov@))" = {sa®} [N@]"

zn: f([V]{ch(e)})T{a(e)} dv = zn: f{gu(e)}T (P©}ds +Zn: f{é‘u(e)}T (6@} av

e=1y(e) e=1r(e) e=1ly(e)

+{a}T{f™}

(8a@®} [N©] {P@©}ds

NgE

Zn: f (6a@) 8] [D@] [B®]{a(®) dV =

e=1 ve

Y
1l

1r(e

NgE

+ {6 a<e>} N@] {(p@}av + {sa}T{f ™}

e

ly(e
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Como 8a® son valores virtuales que no dependen de dV y el vector de desplazamiento

a® son valores fijos salen fuera del signo de la integral, entonces:

il{(ga(e)ﬁa(e)} f (B@]" [p@][B@] av _Z (5a@)" f TRRER dg\

v re

£y @) [T @) v+ @ay ()
e=1 ve
Recordar que:
K] = f[B@]T[D(e)][B(e)] dav
ve
Entonces:
Z (609} [k©]{a©}] = Z (5a@)" f [N(e)]T{p(e)}dsl
e=1 e=1 re
50y [ WO B} av| + @ayrFo)
e=1 ve

{ S(e)} — j[N(e)]T{P(e)} ds

re

()= [y woya

v(e

Por lo tanto resulta:

> [l ol = Y [isa) (5] + - foa) (5] + s )
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3 [0 e = 3 [i5a ) ({1} + (5] + (607157

Como la suma de las fuerzas de superficie y de volumen puede expresarse como la fuerza

total en el elemento, resulta:

{r@}={f}+{£°}

Luego:

Zn: [{5a(e)}T[K(e)]{a(e)}] = Zn:{(Sa(e)}T{f(e)} + {8a}T{f ™)

2.6y 1) (a )] - 2{5“(‘” (FO}+ 6 {F™} = (0}

Recordar que:

Z{&l(e)}T = {6a}T
Z[K(e)] = [K]
e=1
Z{a(e)} = {a}

Como la suma representa el ensamblaje de toda la estructura, la ecuacion queda:
{6a}"[K]{a} — {8a}"{f ©} + {8a}"{f ™} = {0}
{6a)"[K]{a} — {6a}" ({f @} + {f™}) = {0}
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Como:
n
{f}= Z{ f@} +{rm} - Fuerza resultante en toda la estructura
e=1

Resulta:
{6a}'[K]{a} — {6a}"{f} = {0}
{6a}" ([K{a} — {f}) = {0}

Como {Sa}’ son desplazamientos virtuales independientes no pueden ser cero es decir

{6a}" + 0 por lo tanto la segunda condicion es:
[K{a} - {f} ={0}
[K{a} = {f}

Se puede concluir que existe una relacion entre la matriz de rigidez [K], el vector de
desplazamientos{a}y el vector de fuerzas {f}, en la cual son conocidos la matriz de rigidez

y el vector de fuerzas lo que permite encontrar el vector de desplazamientos.

89



3. DECRIPCION DEL PROGRAMA

3.1 Caracteristicas técnicas del programa

Las principales caracteristicas técnicas del programa de elementos finitos a codigo abierto

son las siguientes:

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

Funcionalidad: El programa tiene instrucciones escritas en lenguaje Visual Basic,
que permiten resolver problemas mediante el método de los elementos finitos.
Estabilidad= Las subrutinas del programa cuentan con controles y trampas de
errores que garantizan la estabilidad del programa durante su ejecucion. Sin
embargo, la posibilidad de modificar las subrutinas de los programas a cédigo
abierto como este, reducen su robustez.

Usabilidad: La aplicacion Microsoft Excel proporciona una interfaz de entrada y
salida de datos agil y amigable para el usuario.

Eficiencia: Debido a sus fines didacticos, el programa guarda en la memoria RAM
algunas matrices caracteristicas de las etapas intermedias del procedimiento, sin
embargo los usuarios avanzados podran evitar que dichas matrices sean guardadas.
El tiempo de ejecucion depende del numero de grados de libertad que tenga el
problema y de la cantidad de resultados intermedios que se desean observar.
Extendibilidad: Al ser un programa a cddigo abierto es facil adicionar nuevas
subrutinas que permitan la solucién de otros problemas mediante el método de los
elementos finitos.

Portabilidad: Tanto el programa como los datos de un problema estan contenidos
en un libro de Microsoft Excel, esto facilita su portabilidad a computadores que
cuenten con un sistema operativo Microsoft Windows y con el programa Microsoft

Excel, lo cual es comun en el medio.
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3.2 Estructuray manejo del programa

El programa de elementos finitos a cddigo abierto es una herramienta computacional de
analisis de problemas fisicos por medio del método de los elementos finitos, cuyas rutinas
son visibles, modificables y ejecutables.

El programa est& conformado por un libro de Microsoft Office Excel que contiene los datos

y las rutinas del proceso denominado PEFICA XIs.

El libro PEFICAXIs. Contiene un grupo de hojas de célculo que almacenan los datos de
entrada y salida asociados al proceso de calculo escrito y compilado en los modulos de
Visual Basic for Applications (VBA). Las partes que conforman el archivo PEFICA.xIs.se

presentan en los siguientes apartados.

Se recomienda al usuario del programa consultar permanentemente libros y manuales de
referencia de programacion en lenguaje VBA aplicado a Microsoft Excel (Microsoft 2001;
Roman 2002; Simon 2002; Microsoft 2003; Walkenbach 2004).

Estructura del pre - y post — proceso: hojas de calculo

El programa puede leer el valor de las celdas de las hojas de célculo que contengan la
informacidn basica del problema que se desea resolver. Asimismo, las matrices resultantes
pueden escribirse en las celdas especificadas por el usuario. A continuacién se indica la

distribucidn de las hojas de calculo como pre y post - proceso del programa.

Las hojas de entrada de datos constituyen el pre procesador del programa de elementos
finitos. En cada una de ellas se almacena parte de la informacion del problema, como las
coordenadas de los nudos, las conectividades de los elementos, las fuerzas aplicadas entre

otras. A continuacion se describe el contenido:

¢+ TB_GEN: Contiene los parametros generales como el titulo, el nimero de nodos,
namero de elementos, numero de grados de libertad por nudo, nimero de nudos por
elemento y numero de dimensiones del problema. Y como propiedades mecéanicas el

modulo de Young, relacion de Poisson, espesor, y el tipo de problema.
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X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

TB_XYZ: Contiene las coordenadas de la malla de elementos finitos, ordenados de
forma secuencial. A partir de esta tabla se construye la matriz especial de
coordenadas de los nudos.

TB_ELE: Contiene los nudos asociados a cada elemento de la malla, ordenados de
forma secuencial en sentido anti horario. A partir de esta tabla se construye la

matriz especial de elementos.

TB_RES: Establece las condiciones de borde naturales, asignando el tipo de
desplazamiento y el valor de desplazamiento conocido es decir indicando los grados
de libertad conocidos por cada nudo. A partir de esta tabla se construye la matriz
especial de condiciones de borde.

TB_FUN: Contiene las componentes de las fuerzas puntuales aplicadas a cada uno
de los nudos para los problemas de elasticidad. A partir de esta tabla se construye la

matriz especial de fuerzas organizadas por nudos.

TB_FUE: Contiene las componentes de las fuerzas distribuidas por unidad de
superficie y por unidad de volumen aplicadas sobre los elementos para los
problemas de elasticidad, en el caso de las fuerzas por unidad de superficie es
necesario indicar la cara en donde actua dicha fuerza de acuerdo a los nudos
asociados a cada elemento. A partir de esta tabla se construye la matriz especial de

fuerzas distribuidas.

La hoja de salida de datos se utiliza para presentar los resultados del problema a través de

las matrices escogidas. Para este programa la hoja TB_OUT se utiliza para presentar los

datos de salida, sin embargo el usuario puede escribir los resultados en las celdas de

cualquier hoja de calculo.

Estructura del proceso: médulos y rutinas en VBA

Los mddulos de VBA contienen las subrutinas del proceso de célculo clasificadas de

acuerdo con su objetivo dentro del método de los elementos finitos. EI nombre de cada

rutina es de 6 caracteres de los cuales el primero o en algunos casos los dos o tres primeros,

indican a que modulo pertenecen.
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X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

Md: Contiene solamente la subrutina principal.

MdED: Contienen las subrutinas que construyen una matriz a partir de los valores
de un grupo de celdas de una hoja de céalculo y que escriben o presentan los

coeficientes de una matriz en una hoja de célculo.
MdMT: Contiene las subrutinas que realizan las operaciones béasicas entre matrices.

MdSO: Contiene las subrutinas que solucionan sistemas de ecuaciones simultaneas

linealmente independientes mediante diferentes métodos.

MdB: Contiene las subrutinas que crean la matriz de operadores diferenciales

actuando sobre las funciones de forma de un tipo de elemento finito.

MdK: Contiene las subrutinas que crean la matriz de rigidez de los elementos

finitos que constituyen la libreria del programa.

MdF: Contiene las subrutinas que el vector de fuerzas equivalentes o vector de
términos independientes de los elementos finitos que constituyen la libreria del

programa.
MACE: Contiene las subrutinas que generan la matriz de constantes elasticas C.

MdANGL: Contiene las subrutinas que generan matrices o tablas de los
identificadores de los grados de libertad o valores nodales asociados a cada uno de
los nudos o cada uno de los elementos de la malla.

MdEN: Contiene las subrutinas que construyen la matriz o vector del sistema a

partir del ensamblaje de las matrices o vectores elementales.

MdEX: Contiene las subrutinas que extraen una matriz o vector elemental

conformada por algunos coeficientes de una matriz o vector del sistema.

MdOR: Contiene las subrutinas dedicadas a ordenar los coeficientes de una matriz
de acuerdo con la numeracion de los grados de libertad, de los nudos o de los

elementos del problema.
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Capacidad del programa:

El programa requiere para su funcionamiento un sistema operativo Microsoft Windows XP
0 Microsoft Windows Vista, como también Microsoft Office Excel version 2000, 2003 o
2007 previamente instalado.

La capacidad del programa estd determinada por el maximo de la matriz de rigidez del
sistema. En general las matrices son arreglos de dos tamafio indices enteros tipo integer,
cuyo tamafio maximo es de 32767. Sin embargo la velocidad de calculo se reduce
fuertemente cuando se declaran matrices de gran tamafio debido al espacio ocupado en la
memoria RAM o en la memoria virtual del disco duro, por ejemplo, una matriz de doble
precision de 32767 por 32767 tiene un tamafio de almacenamiento de 8.5 GB

aproximadamente.
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3.3 Tipos de datos, formatos y matrices

En este capitulo se describen los tipos de datos y los formatos de presentacion numérica,

como también las matrices especiales utilizadas por las instrucciones del programa.
Tipos de datos:

En el desarrollo del programa se han utilizado diferentes tipos de datos compatibles con
Visual Basic. Los pardmetros de las instrucciones son variables escalares o matriciales que

contienen cadenas de caracteres, nimeros enteros o niimeros reales.
Variables escalares:

Las variables escalares almacenan un solo valor de tamafio y caracteristicas definidas en la
Tabla 3.5.

Las variables de cadena de caracteres tipo string deben escribirse entre comillas dobles
respetando las letras mayusculas y minusculas; por ejemplo, si se desea indicar el nhombre

de la hoja de célculo Hojal con una variable tipo string sera igual “Hojal”.

En todas las operaciones numeéricas las variables reales son declaradas de doble precision o
tipo doublé, con el fin de evitar errores de redondeo. En cambio, las variables que contienen
numeracion de nudos, elementos, grados de libertad, condiciones de borde, etc. Se definen

como enteras o tipo integer.

Tipo de e Tamano _
~ Descripcion Intervalo
datos almacenado
ad d 10 bytes +
String ca_ena _e longitud de desde 0 a 2ZE+03 de caracteres
caracteres
.............................. e BRSSPSR
Integer entero 2 bytes -32768 a 32767
.............. _"""""""""""'""""'"ii;f;f?Eéizﬁiéé']ié@%ﬁfi%&i;?"'""""""""'"""
real de ) ] ~ o e .
- ) -1.79769313486E+306 a -4.54065645841E-324
Double doble pre- 8 bytes L
cisién para valores positivos:

4,94065645841E-324 a 1.79769213486E308

Tabla 3.3.1Tipos de datos utilizados en el programa.
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Variables matriciales o matrices:

En general en los lenguajes de programacion, una matriz es el conjunto de elementos
ordenados de forma secuencial denominados términos o coeficientes, que tienen el mismo

tipo de datos y que estan definidos por una variable.

De igual forma como se establece en el algebra lineal, cada elemento de una matriz posee
una combinacién de indices Unico que lo identifica. Estos indices son variables enteras
introducidas en la sintaxis de la variable matricial, es decir el elemento M (1, J) de la
variable M () corresponde al coeficiente mj; de la matriz M, donde los indices de la matriz |

y J son escalares enteros tipo integer.

Como lo indica el ejemplo presentado en la Tabla 3.5, si se define la variable tipo matriz
real de doble precision Mx () de dos filas por 2 columnas, el término MX (1, 1) puede
contener un valor diferente al término MX (1, 2) conservando el mismo tipo de dato (doublé
en este caso). A la izquierda se presentan las instrucciones de la ventana de cddigo en el

editor de Visual Basic for Applications y a la derecha se indica la matriz.

Codigo en VBA Notacion matricial
Dim M() As Dcocuble

ReDim M(2, 2) - }
M(1, 1) = 0.5758 _ 0.5758 0.9594
M(1, 2) =0.9594 0.1249 0.8963 |,
M(2, 1) = 0.1249 22
M(2, 2) = 0.8963

Figura 3.3.1Ejemplo de definicion de la matriz M.

Una matriz con un tamafio especificado es una matriz de tamafio fijo; por ejemplo, en la
primera linea de codigo de la Figura 3.3.2 se declara a una matriz de tamafio fijo con 2 filas
y 4 columnas como real de doble precision (double). El primer argumento corresponde al

numero de filas y el segundo al nimero de columnas.
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Dim M(2, 4) As Doubkle " matriz de tamafo fijo

Dim I() as Integer "matriz dinamica

Figura 3.3.2 Ejemplo de matriz de tamafio fijo y matriz dindmica.

En cambio, una matriz cuyo tamafo puede cambiar mientras el programa se esta ejecutando
es una matriz dinamica. Al declarar la matriz se abre y cierra paréntesis omitiendo los

indicadores de tamafio, como se muestra en la Figura 3.3.2.

Cuando sea necesario establecer una dimensién especifica de la matriz se utiliza la
instruccion Redim, como se ilustra en la Figura 3.3.1. Este tipo de matrices son las méas

utilizadas en el programa.

El tamafio almacenado en memoria depende de las dimensiones de la matriz y del tipo de
datos. Cada elemento o término de la matriz tiene el tamafio de una variable escalar del
mismo tipo, por lo tanto, una matriz de n filas y n. columnas ocupara ny por n. por el

tamafo segun el tipo (Tabla 3.3.1).

Tanto el sistema operativo, como la cantidad de memoria disponible determinan el tamafio
maximo de una matriz. Es méas lento utilizar una matriz que sobrepasa la cantidad de
memoria RAM disponible en el sistema ya que los datos tienen que ser leidos y escritos del

disco.
Variables especiales:

En muchas ocasiones es necesario indicar la posicion de una celda dentro de una hoja de
calculo, con el fin de evitar sus contenidos en matrices o viceversa. Microsoft Excel
designa numéricamente a las filas y alfabéticamente a las columnas, sin embargo, el

programa utiliza nimeros de forma secuencial para definir tanto filas como columnas.

La designacion alfabética de las columnas en la hoja de célculo se transforma en numérica

para especificar la posicion de las celdas en el programa; por ejemplo, la celda c20 en la
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hoja de célculo estaria ubicada en la fila POSF=20 y en la columna POSC=3, como se muestra

en la Figura 3.3.3

POSC = 3
columna 1 coflumna 2 columna 3 .
20 - = 1
- A B C | D | =
. 18 WX
19 L O0E-+IO 1.20E+01 S 00E-+DQ a

1.20E+01  2.00E+00] 1.00E+001 -2.00E+00

21 S.00E+D0  1.00E+D0  1.50E+01 8.00E-+00

22| O0OODE+00 -2 00E+00 S.O00E+00 4 .00E+00

23 -
4 4 » MSTB_GEN /TB_XYZ 4/ TB_ELE |< >
Lisbo PN

Figura 3.3.3. Designacidn numeérica las filas y columnas en la posicion de una celda.
Formatos de salida.

Parte de la informacion obtenida en el procedimiento de calculo puede presentarse
mediante matrices o tablas. A continuacion se ilustra los formatos establecidos en el

programa para mostrar datos en una hoja de célculo.

Los resultados preliminares del proceso pueden escribirse en cualquier hoja de calculo, sin
embargo se recomienda utilizar una sola hoja para tal fin. En este documento la hoja de

resultados se denomina TB_OUT.

Las instrucciones de presentacion de resultados como EDIMER, EDIMEI, EDIMPR Y EDIMPI
escriben los coeficientes de una matriz especificada con un formato especial. La
Figura 3.3.4 y la Figura 3.3.5 muestran dicho formato el cual tiene las siguientes

caracteristicas:

+«»+ Cada matriz presenta un titulo identificador en color negro y en letra negrita cursiva
que termina con el tamafio de la misma entre paréntesis haciendo referencia que es

una matriz.

+« En las matrices, los rotulos en color gris C1, C2,... y F1, F2,... indican el numero de

la columnay de la fila respectivamente.
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¢+ Los coeficientes positivos de la matriz se presentan en color azul, los negativos en

color rojo y los coeficientes iguales a cero en color negro.

«» Los coeficientes de matrices reales se escriben en notacién cientifica con formato
0.0000E+00. En cambio, los coeficientes de matrices enteras se representan con

formato 000, como se muestra en la 3.3.2.

Tipo de Formato numeérico
datos positivos cero negativos
Entera 01ao oo —a1a
‘Real - 1.52340E401 0.0000E+00  -1.52340E+01

Tabla 3.3.2. Ejemplos de los formatos de salida.

Rotulos indicadores de

Tamafio de matriz columnas de la matriz
X
) . T c B
Titulo de matriz —# mer) (1082} -
0 -t ‘
404 = 001 000
405 | v 002 000 =~
Rétulos indicadores 406 | ¥ 003 000
: L —'367' vd 004 000
de filas de la matriz 408 +- 208 000
:?g Ti 20¢ 000 | Coeficiente
411 | = 008 000 entero cero
412|| #= 009 010
413|710 011 012
414 |+ 013 014
415 |+ 018 016
:}g 113 017 oi8 ___Coeficiente
1 T T o vl entero positivo
W4 » m{TBXvZ [T BLE, | «] | I
NUM Y

Figura 3.3.4. Formato de salida de matrices con términos enteros.
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Rétulos incdlicadores de

Tamario de matriz columnas de la matriz
\, : \
7 - e e [
Titulo de matriz ——=S% KGL() (Kdd) | (196x196) | y
2% H6.2211402  0.0000400 - Coeficiente
2100/ 72 0.00008400 6. 56878402 o
Rétulos indicadores  [21011[ 72 | -2.s167me02  0.00008400 real positivo
; : 2 i 000008400 0.00008+00
de filas de la matriz 2103|[ = 0.00008400  0.0000E+00
2104/ 7¢  0.00008400  0.00008+00 2o
205/ 77 0.00008400  0.00008+00 Coeficiente
2106|[ r¢  0.00008+00  0.0000E400 real cero
2107|] 7 0.00008400  0.00008400
2108([710  0.00008400  0.0000E400
2109]]711  6,70388401  0.0000E400

210/'512 , 5.25018400  0.00008+00

211 / 0.0000B400  0.00008400 =

. ?ﬂ /14 0.00008400  0.00008400
Coeficiente 45113 .. __o.ogt‘mmo 1.00001000 2

real negaﬁvo o N,(TG.FLE TB_OUTI‘ I )”—

ey

Matriz de términos reales
Figura 3.3.5. Formato de salida de matrices con términos reales.
Presentacion de resultados de forma secuencial en una hoja de célculo:

El programa utiliza las hojas de calculo para leer los daros de entrada y para escribir los
resultados del problema. Con respecto a este Gltimo, las instrucciones EDIMER, EDIMEI,
EDIMPR y EDIMPI escriben escalares y matrices en una posicion especifica dentro de una
hoja de célculo.

Con el fin de evitar de presentar las matrices resultantes, una después de la otra, sin que se
sobrescriban y sin dejar grandes espacios, se realizo el siguiente procedimiento en la rutina

principal PEFICA ():

% Con anterioridad se crea la hoja de calculo para presentar los resultados o hoja de

salida. Por defecto el programa tiene la hoja TB_OUT.
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¢+ La posicion de las matrices en la hoja de salida se define con las variables FILA y

COLM, las cuales solo deben ser utilizadas para tal fin.

% Se limpia la hoja de salida con la instruccion EDLIMH, por ejemplo la linea de
cddigo en Visual Basic for Applications EDLIMH “ TB_OUT ” borra el contenido de la

hoja de célculo TB_OUT.

++ Se establece la posicion inicial en la hoja de calculo asignando el valor de FILA y
coLM, por ejemplo las lineas de codigo FILA=2 :COLM=1 establecen en la primera
matriz escrita ubicara a partir de la segunda fila y de la primera columna de la hoja

de salida.

% A través del cddigo en Visual Basic for Applications se escriben los resultados en la
hoja de salida utilizando las instrucciones EDIMER, EDIMEI, EDIMPR y EDIMPI.
Algunos parametros de este tipo de instrucciones, como el nombre de la hoja de
calculo debe ser el mismo nombre asignado a la hoja de salida, (por ejemplo
“TB_OUT®). Asimismo, la fila POSF y la columna POSC donde se escriben los

resultados deben corresponder a las variables FILA y COLM.

% El pardmetro POSF se modifica en el interior de las instrucciones de escritura de
matrices. El valor de entrada a la subrutina de POSF corresponde al numero de la fila
de la celda donde se desea escribir el primer término de la Matriz Mj1, en cambio,
su valor de salida de la subrutina es igual a la suma entre su valor de entrada, el

namero de filas de la matriz y 3, evitando asi la superposicion entre resultados.

La Figura 3.3.6 muestra algunas lineas de codigo de la rutina principal relacionadas con la
presentacion secuencial de resultados en una hoja de salida, en particular escribe las
matrices XYZ () y ELE () en la hoja TB_OUT. Después de ejecutada la rutina PEFICA, el

contenido de la hoja TB_OUT es el presentado en la Figura 3.3.7.
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Public Sub PEFiCA()
'declaracién de variables escalares
'declaracién de variables que definen la posicién en la hoja de salida

Dim FILA As Integer, COLM As Integer

'declaracién de matrices
Dim ELE() As Integer, GRA() As Integer
Dim XYZ() As Double

'pardmetros predefinidos

'posicidn inicial en la hoja de salida
FILA = 2

COM =1

'linpiar hoja de salida

EDLIMA "TB_OUT" 'limpiar la hoja de salida

'escribir la matriz real XYZ() en la hoja de salida
EDIMPR "TB_QUT", "XYZ()", FILA, COLM, XYZ()

'escribir la matriz entera ELE() en la hoja de salida
EDIMPI "TE_QUT", "ELE()", FILR, COLM, ELE()

End Sub

Figura 3.3.6. Parte del Cddigo en VBA de la rutina principal PEFICA, donde se indican las
lineas correspondientes a la presentacion de resultados en una hoja de salida.
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Al B

XYE() (16x2)
Cl
.0000E+00
. DO0Q0OE400
- DOOOE+00
. 0000E+00
- DO00OE+00
.0000E+00
.0000E+00
. 3333E-01
. 3333E-01
. 3333E-01
. 3333E-01
.3333E-01
. 3333E-01
. 3333E-01
.6667E-01
.6667E-01

F3

F10
Fll
Fl1z
F13
Fl4
F15

Fle

]
M| W W W wwwwo oo o oo o

ELE() (7x4)
|

F1l ool
Fz2 ooz
F3 0oz
Fd 004
F5 nos
Fi o0&
F? 0os

I

MO = =0 M & MNO K= OO & MD

Listo

TN S S SR a T ]

cz

.0000E+00
_000C0E-0OL
-0000E-0OL
.0000E-01
-0000E-0OL
.0000E+00
- Z000E+00
-0000E+00
.0000E-01
-0000E=0L1
.0000E-0L
.0000E-01
-0000E+00
L Z000E+00
-0000E+00
-0000E-0L1

aos
oos
0lo0
01l
01z
013
0ls

I

oog
010
011
o1z
013
014
Oleg

» nl{TB_FUE /Hojal 378 OUT /S |4

C4
ooz
003
004
aos
006
oo
aog

L L

i

&

Figura 3.3.7. Contenido de la hoja de salida TB_OUT después de ejecutar la rutina PEFICA.

Matrices especiales.

La formulacion matricial que enmarca el método de los elementos finitos permite

identificar algunas matrices caracteristicas necesarias en el andlisis. En las secciones

siguientes se describen dichas matrices.
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3.4 Instrucciones de edicidon de matrices

Una de las ventajas sustanciales del uso de Microsoft Excel como plataforma del programa
consiste en utilizar las celdas de las hojas de célculo como interfaz de lectura y escritura de
datos. El pre proceso del programa de elementos finitos se realiza a través de tablas que
contienen la descripcion del problema. Asimismo el post proceso presenta las cantidades de
interés o incluso algunos resultados parciales mediante tablas escritas en una hoja de

calculo preparada para tal fin o a través de gréaficos de la malla de elementos finitos.

Este capitulo describe las instrucciones que construyen una matriz a partir de los valores de
un grupo de celdas de una hoja de célculo y que escriben o presentan los coeficientes de

una matriz en una hoja de célculo.

Estas subrutinas tienen el prefijo ED y estan contenidas en el médulo MdED del libro de

Excel para facilitar su ubicacion en el codigo.

EDLECI: Construye una matriz entera a partir de un bloque de celdas de una hoja de
calculo especifica. En otras palabras, crea la matriz M para la cual cada coeficiente

corresponde a una celda de la hoja de calculo.

La sintaxis de la instruccion y la descripcidn de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

EDLECI HOJA, POSF, POSC, MX (), NF, NC

Argumento Tipo de variable  Descripcidn

HOIA String (cadena de  Hoja de calculo que contiene las celdas que conformaran la
caracteres) matriz M.
POSF Integer (entero) Numero de la fila en la hoja de calculo donde se ubica la celda

correspondiente al coeficiente my; de la matriz creada.

POSC Integer (entero) Numero de la columna en la hoja de calculo donde se ubica la

celda correspondiente al coeficiente myy de la matriz creada.

MX () Integer (entero) Matriz creada M.
NF Integer (entero) Numero de filas de la matriz M.
NC Integer (entero) Numero de columnas de la matriz M.
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EDLECR: Construye una matriz real a partir de un bloque de celdas de una hoja de calculo
especifica. En otras palabras, crea la matriz real M para la cual cada coeficiente
corresponde a una celda de la hoja de calculo.

La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

EDLECR HOJA, POSF, POSC, MX (), NF, NC

Argumento Tipo de variable  Descripcion

HOJA String (cadenade  Hoja de calculo que contiene las celdas que conformaran la
caracteres) matriz M.

POSF Integer (entero) Numero de la fila en la hoja de calculo donde se ubica la celda
correspondiente al coeficiente my, de la matriz creada.

POSC Integer (entero) Mumero de la columna en la hoja de calculo donde se ubica la
celda correspondiente al coeficiente my; de la matriz creada.

MX () Double (entero) Matriz creada M.

NF Integer (entero) Numero de filas de la matriz M.

NC Integer (entero) Numero de columnas de la matriz M.

EDLECE: Captura el valor de una celda especifica de una hoja de célculo y lo guarda en

una variable escalar.

La sintaxis de la instruccion y la descripcidn de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion.

EDLECE HOIJA, POSF, POSC, ESC

Argumento Tipo de variable  Descripcion
HOJA String (cadena de  Hoja de calculo que contiene la celda que se desea capturar.

caracteres)
POSF Integer (entero)  Numero de la fila en la hoja de calculo que identifica a la celda.
POSC Integer (entera) Numero de la columna en la hoja de calculo que identificaa la

celda.

ESC Integer (entero) o Variable escalar donde se guarda el valor de la celda.

Double (real)

105



EDTABI: Construye una matriz entera a partir de un bloque de celdas de una hoja de
calculo especifica. A diferencia de la instruccion EDLECI, en esta subrutina un indice
establece en que fila de la matriz creada se guardaran los valores de las celdas. Los
numeros de filas no especificadas por los indices generan coeficientes iguales a cero en la

matriz.

Esta instruccion permite construir una matriz indicando solamente las filas donde sus
coeficientes diferentes de cero. La tabla de condiciones de borde y de fuerzas en los nudos
son ejemplos de este tipo de matrices.

La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

EDTABI HOJA, POSF, POSC, MX (), NF, NC

Argumento Tipo de variable  Descripcion

HOJA String (cadenade  Hoja de calculo que contiene las celdas que conformaran la
caracteres) matriz M.
POSF Integer (entero) Numero de la fila en la hoja de calculo donde se ubica la celda

correspondiente al coeficiente m;; de la matriz creada.
Numero de la columna en la hoja de calculo donde se ubica la

POSC Integer (entero)  celda correspondiente al coeficiente m;; de la matriz creada. La

columna POSC - 1 debe contener el indice i correspondiente.

MX () Integer (entero) Matriz creada M.
NF Integer (entero) Numero de filas de la matriz M.
NC Integer (entero) Numero de columnas de la matriz M.

EDTABR: Construye una matriz real a partir de un blogue de celdas de una hoja de calculo
especifica. A diferencia de la instruccion EDLECR, en esta subrutina un indice establece en
que fila de la matriz creada se guardaran los valores de las celdas.los nimeros de filas no
especificados por los indices generan coeficientes iguales a cero en la matriz. Esta
instruccion permite construir una matriz indicando solamente las filas donde sus
coeficientes son diferentes de cero. La tabla de condiciones de borde y de fuerzas en los

nudos son ejemplos de este tipo de matrices.
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La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

EDTABR HOJA, POSF, POSC, MX (), NF, NC

Argumento Tipo de variable

Descripcion

HOJA String (cadena de  Hoja de calculo que contiene las celdas gque conformaran la
caracteres) matriz M.

POSF Integer (entero) Numero de la fila en la hoja de calculo donde se ubica la celda
correspondiente al coeficiente m;; de la matriz creada.
Numero de la columna en la hoja de calculo donde se ubica la

POSC Integer (entero) celda correspondiente al coeficiente m;; de la matriz creada. La
columna POSC - 1 debe contener el indice i correspondiente.,

MX () Double (entero) Matriz creada M.

NF Integer (entero) Namero de filas de la matriz M.

NC Integer (entero) Ndmero de columnas de la matriz M.

EDIMPI: Escribe una matriz entera en una hoja de célculo en el formato de salida para

variables enteras. La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos

argumentos se presentan a continuacion:

EDIMPI HOJA, MXLB, POSF, POSC, MX (), TP

Argumento Tipo de variable  Descripcion
HOJA string (cadena de  Hoja de calculo donde se escribira la variable ESC.
caracteres)
MXLB String (cadena de  Rotulo relacionado con la variable que sera escrito en la fila
caracteres) superior a la celda que contiene a la variable.
Como variable de entrada corresponde al ndmero de la fila de la
celda donde se desea ubicar el término m; ; de la matriz M. este
POSF Integer (entero) parametro debe ser mayor que 2.
Como variable de salida corresponde al parametro de entrada
POSF mas el nimero de filas de la matriz M y mas 3.
POSC Integer (entero) MNumero de la columna en la hoja de célculo donde Se desea
ubicar la variable ESC.
MX () Integer (entero) Matriz entera que se desea escribir M.
Optional Integer Si TP=0 presenta todas las columnas de una matriz en el ancho
TP (argumento de la hoja de calculo (por defecto).

opcional tipo
entero)

Si TP=1 establece una presentacion como maximo para
impresion en papel tamafio carta.
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EDIMPR: Escribe una matriz real en una hoja de célculo en el formato de salida para

variables reales. La sintaxis de la instruccion y la descripcién de sus respectivos

argumentos se presentan a continuacion:

EDIMPR HOJA, MXLB, POSF, POSC, MX (), TP
Argumento Tipo de variable Descripcion
HOJA String (cadena de  Hoja de calculo donde se escribira la variable ESC.
caracteres)
MXLB String (cadena de  Rdétulo relacionado con la variable que sera escrito en la fila
caracteres) superior a la celda que contiene a la variable.
Como variable de entrada corresponde al nimero de la fila de la
celda donde se desea ubicar el término m, ; de la matriz M. este
POSF Integer (entero) parametro debe ser mayor que 2.
Como variable de salida corresponde al parametro de entrada
POSF mas el nimero de filas de la matriz M y mas 3.
POSC Integer (entero) Numero de la columna en la hoja de calculo donde Se desea
ubicar la variable ESC.
MX () Double (entera) Matriz entera que se desea escribir.
Optional Integer Si TP=0 presenta todas las columnas de una matriz en el ancho
TP (argumento de la hoja de calculo (por defecto).
opcional tipo Si TP=1 establece una presentacidn como maximo para
entero) impresion en papel tamafo carta.

EDLIMH: Borra el contenido de todas las celdas de la hoja de célculo especificada. Se
recomienda limpiar la hoja de resultados al comienzo del proceso principal de célculo en la
subrutina. La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se

presentan a continuacion:

EDLIMH HOJA

Argumento Tipo devariable  Descripcion

HOJA

String (cadena de

caracteres) Nombre de la hoja de calculo.
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3.5 Instrucciones de operaciones matriciales basicas

El médulo MdMT contiene las subrutinas que realizan las operaciones basicas entre

matrices. El nombre de estas subrutinas, en general de 6 caracteres, tiene el prefijo MT para

facilitar su ubicacion en el cddigo.

MTCONS: Crea una matriz M de n, filas por n. columnas, cuyos coeficientes

corresponden a un numero real c.La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus

respectivos argumentos se presentan a continuacion:

MTCONS MX (), C, NF, NC

Argumento Tipo de variable

Descripcion

MX () Double (real) Matriz creada M.

C Double (real) Valor de los coeficientes de la matriz M.
NF Integer (entero) Numero de filas de la matriz M.

NC Integer (entero) Nuamero de columnas de la matriz M.

MTSUBM-= Extrae una submatriz S de la matriz existente M. La sintaxis de la instruccion

y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a continuacion:

MTSUBM MX (), MS (), POSF, POSC, NF, NC

Argumento Tipo de variable

Descripcién

MX () Double (real) Matriz existente M.

MS () Double (real) Matriz creada S.

POSF Integer (entero) Fila de la matriz M que define la posician del termino sq4
de la submatriz S.

POSC Integer (entero) Columna de la matriz M que define la posicion del
termino sq; de la submatriz S.

NF Integer (entero) Numero de filas de la submatriz S.

NC Integer (entero) Namero de columnas de la submatriz S.

MTADJU: Crea un vector columna X conformado por dos subvectores columna existente s

y t. La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se

presentan a continuacion:
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MTADIU MX(), M5(), MT ()

Argumento

Tipo de variable

Descripcion

MX ()

Double (real)

Vector columna cerado x.

MS ()

Double (real)

Primer subvector columna existente s.

MT ()

Double (real)

Segundo subvector columna existente t.

MTMULT: Multiplica la matriz A por la matriz B obteniendo la matriz C. Se requiere que

el nimero de columnas del premultiplicador A sea igual al nimero de de filas del post
multiplicador B.

La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

MTMULT MA (), MB{), MC()

Argumento Tipo de variable  Descripcidn

MA () Double (real) Matriz existente A,
MB () Double (real) Matriz existente B.
MC () Double (real)

Matriz C resultante de la multiplicacian.

MTSUMA-= Calcula la matriz C como la suma entre las matrices A y B. La sintaxis de la

instruccion y la descripcidn de sus respectivos argumentos se presentan a continuacion:

MTSUMA MA (), MB (), MC ()

Argumento Tipo de variable  Descripcion

MA () Double (real) Matriz existente A.

MB () Double (real) Matriz existente B.

MC () Double (real) Matriz C resultante de la suma.

MTREST: Calcula la matriz C como la resta de la matriz A menos la matriz B.La sintaxis

de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

MTREST MA (), MB (), MC()

Argumento Tipo de variable  Descripcién

MA () Double (real) Matriz existente A.

MB () Double (real) Matriz existente B.

MC () Double (real) Matriz C resultante de la resta.
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MTCOPI: Crea una copia de una matriz real determinada. La sintaxis de la instruccion y la

descripcidn de sus respectivos argumentos se presentan a continuacion:

MTCOPI MA (), MB()

Argumento Tipo de variable Descripcion
MA () Double (real) Matriz existente A.

MB () Double (real) Copia de la matriz creada.
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3.6 Instrucciones para crear la matriz de derivadas de funciones de forma

La instruccion presentada a continuacion crea la matriz de operadores diferenciales
actuando sobre funciones de forma para un elemento finito triangular lineal. Los
coeficientes de esta matriz son derivadas de las funciones de forma con respecto a las
coordenadas del dominio del problema como se vio en el desarrollo analitico. Estas

subrutinas estan ubicadas en el médulo MdB.

BTRIEL: Crea la matriz de operadores diferenciales actuando sobre funciones de forma de
un elemento triangular lineal para elasticidad bidimensional u otro problema con dos grados

de libertad por nudo.

La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

BTRIEL MX (), XYZ(), ELE(), IELE

Argumento Tipo de variable Descripcién

MX () Double (real) Matriz creada de los operadores diferenciales actuando

- g
sobre las funciones de forma del elemento B™.

XYZ () Double (real) Matriz existente de coordenadas de los nudos de la

malla descrita.

ELE () Integer (entero) Matriz existente de elementos o de conectividades.

IELE Integer (entero) Nuamero del elemento finito.
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3.7 Instrucciones para crear la matriz de rigidez

La instruccion presentada a continuacion crea la matriz de rigidez K©)del elemento finito

triangular lineal. Esta subrutina tiene el prefijo K y esta ubicada en el modulo MdKdel

cadigo.

La matriz K°® depende del tipo de problema, la geometria y la funcion de aproximacion del

elemento.

KTRIEL: Crea la matriz de rigidez de un elemento finito triangular lineal de elasticidad

para un material is6tropo en condicion plana de esfuerzos o de deformaciones.

La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

KTRIEL MX (), XYZ(), ELE (), IELE, EYOU, POIS, TESP, TP

Argumento Tipo de variable

Descripcidn

MX () Double (real) Matriz (creada) de rigidez del elemento K.
XYZ () Double (real) Matriz existente de coordenadas de los nudos de la malla
descrita.

ELE () Integer (entero) Matriz existente de elementos o de conectividades.

IELE Integer (entero) Namero del elemento finito.

EYOu Double (real) Modulo de elasticidad o madulo de Young del material.

POIS Double (real) Relacion de Poisson del material.

TESP Double (real) Espesor del elemento finito.
Optional Integer Indica el tipo de numeracion de los grados de libertad conocidos
(argumento Si TP=0 considera un problema en condicion plana de esfuerzos

TP opcional tipo (por defecto).

entero)

5i TP=1 considera un problema en condicion plana de

deformaciones y un espesor unitario TESP=1.0
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3.8 Instrucciones para crear el vector de fuerzas

Las instrucciones presentadas a continuacion crea el vector de fuerzas equivalentes o
vector de términos independientes f(®) del elemento finito triangular lineal. Estas

subrutinas tienen el prefijo F y estan ubicadas en el médulo MdF del cddigo.

La matriz f(®© depende del problema, la geometria y la funcién de aproximacion del

elemento.

FTRIES: Crea el vector de fuerzas en los nudos equivalentes a la aplicacion de una fuerza
de superficie o presion constante sobre uno de los lados de un elemento finito triangular
lineal de elasticidad.

La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

FTRIES MX (), XYZ(), ELE (), IELE, TESP, PX, PY, LADO
Argumento Tipo de variable Descripcién

MX () Double (real) Vector creado de términos independientes del elemento .

XYZ () Double (real) Matriz existente de coordenadas de los nudos de la malla
descrita.

ELE () Integer (entero)  Matriz existente de elementos o de conectividades.

IELE Integer (entera}  Numero del elemento finito.

TESP Double (real) Espesor del elemento finito

PX Double (real) Componente en direccion x de la presion aplicada sobre la

cara LADO del elemento.

PY Double (real) Componente en direccion y de la presion aplicada sobre la
cara LADO del elemento.

Indicador de la cara del elemento sobre el cual se aplica la

presién:

Si LADO=1 la presién esta aplicada sobre la cara ij del
LADO Integer (entero) elemento.

5i LADO=2 la presidn esta aplicada sobre la cara jk del

lemento.

Si LADO=3 la presién esta aplicada sobre la cara ik del

elemento.

FTRIEC= Crea el vector de fuerzas en los nudos equivalentes a la aplicacion de una fuerza
masica constante o fuerza distribuida por unidad de volumen del elemento finito triangular

lineal de elasticidad.
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La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a
continuacion:

FTRIEC MX (), XYZ(), ELE(), IELE, TESP, BX, BY
Argumento Tipo de variable Descripcién
MX () Double (real) Vector creado de términos independientes del elemento f-.
XYZ () Double (real) Matriz existente de coordenadas de los nudos de la malla
descrita.
ELE () Integer (entero)  Matriz existente de elementos o de conectividades.
IELE Integer (entero)  Ndmero del elemento finito.
TESP Double (real) Espesor del elemento finito
BX Double (real) Componente en direccién x de la fuerza masica
BY Double (real) Componente en direccién x de la fuerza masica
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3.9 Instrucciones para crear la matriz de constantes elasticas

La instruccion presentada a continuacion genera la matriz de constantes elasticas C en
materiales cuya relacion cumple con la ley de Hooke. Estas subrutinas se encuentran en el
maédulo MdCE del programa.

CELAPL: Crea la matriz de constantes elasticas para un material de comportamiento lineal

elastico isotropo en condicién plana de esfuerzos y en condicion plana de deformaciones.

La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

CELAPL MX (), EYQU, POIS, TPBI

Argumento Tipo de variable Descripcidn

MX () Double (real) Matriz de constsntes elasticas D.
EYOU Double (real) Modulo de elasticidad o de Young del material.
POIS Double (real) Relacién de Poisson del material.

Optional Integer  Si TPBI=0 considera condicion plana de esfuerzos
TPBI (argumento
opcional tipo Si TPBI=1 considera condicion plana de deformaciones.

entero)
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3.10 Instrucciones para numerar los grados de libertad

Las instrucciones presentadas a continuacion generan matrices o tablas que contienen los
identificadores de los grados de libertad o valores nodales asociados a cada uno de los
nudos o cada uno de los elementos de la malla. Estas subrutinas se encuentran en el médulo
MDNGL del programa.

NGLNUD: Crea la matriz de grados de libertad por nudo a partir de la matriz indicadora de
condiciones de borde del problema. La instruccion asigna un orden numerico a cada uno de
los grados de libertad del problema. Inicialmente numera de forma secuencial todos los
grados de libertad desconocidos con la informacién dada con la matriz indicadora de
condiciones de borde y luego numera todos los grados de libertad conocidos. La sintaxis de

la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a continuacion:

NGLNUD MGL (), MRE (), TP

Argumento Tipo de variable Descripcion

MGL () Integer (entero) Matriz creada que contiene los grados de libertad por nudo.

MRE () Integer (entero) Matriz existente que contiene las condiciones de borde del

problema. Los coeficientes son 0 o 1.

Indica el tipo de numeracidn de los grados de libertad
Optional Integer  conocidos:

TP (argumento Si TP=0 el nimero identificador de los grados de libertad es el
opcional tipo cero (por defecto).
entero). Si TP=1 los grados de libertad conocidos se numeran después

de numerar todos los grados de libertad desconocidos.

NGLELE: Crea la matriz de incidencias o grados de libertad por elemento a partir de la
matriz de grados de libertad por nudo y la matriz de conectividades del problema. La
instruccion construye una tabla de identificadores de los grados de libertad asociado a cada
elemento. La sintaxis de la instruccion y la descripcién de sus respectivos argumentos se

presentan a continuacion:

NGLELE INC (), MGL (), ELE()

Argumento Tipo de variable Descripcién

INC () Integer (entero)  Matriz de incidencias creada.
MGL () Integer (entero)  Matriz de grados de libertad por nudo existente.
ELE () Integer (entero)  matriz de elementos o conectividades.
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3.11 Instrucciones para ensamblar y extraer matrices

Las instrucciones descritas en este capitulo tienen dos objetivos generales. El primero es
construir una matriz o vector del sistema a partir del ensamblaje de matrices o vectores
elementales. El segundo, extrae una matriz o vector elemental conformada por algunos
coeficientes de un matriz o vector del sistema. Estas instrucciones estan incluidas como
subrutinas de los médulos MdEN y MdEX.

ENSAMK: Suma la contribucién de una matriz elemental a la matriz del sistema de
acuerdo con la numeracion de los valores nodales o grados de libertad del elemento
adicionado, en otras palabras ensambla una matriz elemental en una matriz del sistema. La
sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

ENSAMK KG (), KE (), INC (), IELE

Argumento Tipo de variable Descripcion

KG () Double (real) Como parametro de entrada corresponde a la matriz del
sistema antes de ensamblar la matriz elemental KE ( ).

KG () Double (real) Como parametro de salida corresponde a la matriz del
sistema después de ensamblar la amatriz elemental KE ().

KE () Double (real) Matriz elemental existente que se desea ensamblar.

INC () Integer (entero) Matriz de incidencias.

IELE Integer (enterc) MNumero del elemento finito cuya matriz se desea

ensamblar.

EXTRAV= Extrae un vector elemental conformado por los coeficientes de un vector del
sistema definidos de acuerdo con la numeracién de los valores nodales o grados de libertad
del elemento. La sintaxis de la instruccion y la descripcion de sus respectivos argumentos

se presentan a continuacion:

EXTRAV VG (), VE(), INC(), IELE, NGLE

Argumento Tipo de variable Descripcion

VG () Double (real) Vector existente del sistema.

VE () Double (real) Vector elemental que se desea crear.

INC () Integer (entero) Matriz de incidencias.

IELE Integer (entero) MNdamero del elemento finito cuyo vector se desea extraer.

Optional ineger Numero de grados de libertad asociados al elemento.

MNGLE (argumento Debe ser menor o igual al nimero de columnas de la
opcional tipo matriz de incidencias. Por defecto es igual al nimero de
entero) columnas de la matriz de incidencias.

118




3.12 Instrucciones de organizacion de matrices

Este capitulo describe las instrucciones dedicadas a ordenar los coeficientes de una matriz
de acuerdo con la numeracion de los grados de libertad, de los nudos o de los elementos del
problema. Estas subrutinas tienen el prefijo OR y estan contenidas en el médulo MdOR

para facilitar su ubicacion en el cédigo.

ORFUGL.: Crea el vector de valores nodales de la estructura ordenado de acuerdo con la
numeracion de los grados de libertad a partir de la tabla de valores nodales ordenada por
nudo. Una tabla o matriz ordenada por nudos significa que cada fila contiene los valores
nodales de los grados de libertad de un nudo especifico, por tanto, su tamafio sera el
namero de nudos por el nimero de grados de libertad por nudo. La importancia de la
presentacion de los valores nodales de la estructura de dos formas distintas estd motivada
por las siguientes razones. Por un lado, en el sistema de ecuaciones simultaneas planteado
para calcular los valores nodales de la forma [K]{a} = {f}, donde cada ecuacion esta
asociada a un grado de libertad, por lo tanto el vector de términos independientes y el
vector solucion estan ordenados de acuerdo con los grados de libertad. Por otra parte, es
mas adecuado presentar los resultados nodales en una tabla que indique en cada fila el valor

nodal en los grados de libertad asociados a un nudo.

La sintaxis de la instruccion y la descripcidn de sus respectivos argumentos se presentan a

continuacion:

ORFUGL VGL (), VFU (), MGL ()

Argumento Tipo de variable Descripcidn

Vector creado de valores nodales ordenado de acuerdo con
la numeracién de los grados de libertad. El nimero de filas

VGL() Double (real) de este vector es igual al nimero de nudos multiplicado por
el numero de grados de libertad por nudo, es decir, el
producto entre el nimero de filas y el nimero de columnas
de la matriz VFU ().

Matriz o tabla existente de valores nodales ordenada por
nudos, donde cada fila contiene el valor nodal de los grados

VFU () Double (real) de libertad de un nudo especifico (en elasticidad
bidimensional, corresponde a la magnitud de las fuerzas o
desplazamientos de un nudo).

MGL () Integer (entera) Matriz de numeracion de los grados de libertad por nudo.
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ORSONO: Crea un vector de resultados nodales a partir de una matriz de resultados
elementales calculados en los nudos de cada elemento. Cada coeficiente del vector de
resultados nodales es igual al promedio entre los valores calculados en el interior de los
elementos que comparten un mismo nudo. Los resultados elementales son aquellos que han
sido obtenidos en puntos especificos del dominio de un elemento finito, a partir de las
derivadas de las funciones de forma del mismo. La cantidad presentada de forma elemental
no muestra continuidad entre los elementos a pesar de ser continua. La matriz de resultados
elementales contiene en cada fila los valores calculados en lugares especiales del interior de
un elemento, tales como los nudos, el centro o los puntos de Gauss. Por lo tanto, en dicha
matriz el numero de filas es igual al nimero de elementos y el nimero de columnas

corresponde al nimero de puntos donde se evalle la cantidad de interés.

ORSONO MX (), MDT (), ELE (), NNUD

Argumento Tipo de variable Descripcién

MX () Double (real) Vector creado que contiene los valores promedio en los
nudos.

Matriz existente que contiene los valores en los nudos de

MDT () Double (real) cada elemento (resultado elemental). Cada fila contiene los
valores en los nudos calculados con las derivadas de las
funciones de forma de los elementos.

ELE () Integer (entero}  Matriz de nudos asociados a cada elemento o matriz de

conectividades.

NNUD Integer (entero)  Numero de nudos del problema.
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4. EJERCICIOS DE APLICACION

A continuacion se va desarrollar 2 tipos de ejercicios de aplicacion usando el programa
desarrollado, en el primer ejercicio se realizara el calculo en forma manual de un elemento
no prismatico, mostrando paso a paso el procedimiento normalmente usado para el calculo
con elementos finitos tipo triangulo, posteriormente se realizara el mismo ejercicio
utilizando el programa, mostrando en forma desplegada y ordenada el modo de ingreso de
los datos, en el cudl se obtuvieron los mismos resultados que en el ejercicio manual, por lo

tanto se pudo dar validez al programa.

Posteriormente en el ejercicio N° 2 se muestra un ejercicio practico aplicado a la mecénica
de suelos, con la finalidad de obtener la distribucion de esfuerzos verticales que se
producen debido a la accién de una cimentacion continua sobre el suelo, y comparar estos
resultados con la distribucion de esfuerzos verticales de Boussinesq para cimentaciones
continuas mediante la ecuacion de Terzagui y Carothers, demostrando asi la versatilidad de

usos que se puede dar al programa, para lo cual se muestra paso a paso el ingreso de datos.

4.1 Ejercicio N° 1. Se analizard un elemento no prismético, es decir aquel cuya

deformacion normal a una seccién transversal no siguen una ley plana (hipétesis de
. ., . . . oo 1
Bernoulli), esta hipotesis es valida para piezas en las que la relacién == 2 (*), por lo tanto

tendran gran influencia las deformaciones por esfuerzos cortantes.

En la Figura 4.1 se muestra un elemento no prismatico, el cual estd sometido a una carga de

superficie uniformemente distribuida de 20 % y a una carga distribuida de 1 % ademas de

su peso propio. El elemento es de Hormigdn, con peso especifico y = 24 ;—N

=» con modulo

de elasticidad longitudinal E = 20x106% y coeficiente de Poisson v = 0,25. El elemento

a considerar, se va a dividir en 8 elementos finitos tipo triangulo, donde las incognitas a
obtener son: EIl vector de esfuerzos y deformaciones en los nudos o vértices del elemento

finito.

(*): Jiménez Montoya, Hormigon Armado 13.% Edicion, Pagina 260.
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20 KN/m2 /|

Figura 4.1 Elemento no prismatico.

1T KN/m

04 m

La idealizacion del tipo de vinculo comdn en el método del elemento finito para un

empotramiento, en una condicion plana, es la siguiente:
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Por lo tanto el elemento de analisis con sus respectivas cargas queda de la siguiente forma:

1 KN

20 KN/m A

0,.2m

A continuacion se desarrollara de forma manual los célculos respectivos por el método de

los elementos finitos.

Forma manual:

PASO N°1: Se tiene que calcular el nimero de grados de libertad total, nimeros de grados
de libertad conocidos y el nimero de grados de libertad desconocidos, el grado de libertad
por nudo es igual a 2.

GLN - Grados de libertad por nudo
GLT - Grados de libertad total
GLC - Grados de libertad conocidos
GLD - Grados de libertad desconocidos
n - Numero de nudos
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Por lo tanto:
GLT =n*GLN =9%2 =18
GLC =4
GLD = GLT —GLC =18—-4 =14

PASO N°2: Enumerar los diferentes nudos y elementos de forma ordenada, luego se
comienza a numerar los grados de libertad desconocidos de forma ascendente
(1,2,3,4....,14) para luego los grados de libertad conocidos de forma descendente (18,17,16

y 15). La grafica que muestra dicha operacion es la siguiente:

jh1 153 jh5
ay 18 D 2 3 =

L4

410 A al14
@15 11 & 13

L L

PASO N°3: Crear la matriz de toda la estructura, el nimero de filas y columnas es igual al
grado de libertad total, es decir el namero de nudos por el nimero de grados de libertad por
nudo, es una matriz cuadrada y simétrica, en el cual se puede identificar 4 submatrices, pero

que solo nos interesa la submatriz de grados de libertad desconocidos es decir K.
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Paso N°4: Se calcula la matriz de rigidez de cada elemento y la magnitud resultante del
vector de fuerzas nodales, tales como las fuerzas de superficie, fuerzas de volumen y

fuerzas puntuales si actdan simultaneamente.

Elemento 1: Solo existen fuerzas de volumen debido al peso propio en direccion vertical,
las cuales se reparten equitativamente a cada nodo, por lo tanto se calcula de la siguiente

forma:

0,10,2
_V*Al*t_24*( 2 )*1
3 3

fi = = —0,08KN

El vector de fuerzas es:

-0,08
-0,08

-0,08
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La matriz de rigidez para el elemento 1 es:

[K(e)]_ 1 |Ks1 Ksp Kz Kz Kis Ksg

C4A®|Ky Ky Kiz Kiy Kis Kue

Y 15 6 7 18 1
17126000000 8000000 -24000000 4000000 -2000000— 4000000

—1-5——8999999—14(}05000 -4000000———8000000———4000000 -6000000
6 |-24000000  -4000000 24000000 0 0 4000000
7 | -4000000 -800¢000 0 8000000 4000000 0
18| -2000000— 4000000 0 4000000 2000000 0
1 | -4000000 -600[’000 4000000 0 6000000 |

Se numeran los grados de libertad correspondientes a cada elemento, comenzando en un
vértice cualquiera del elemento pero en sentido antihorario. Se eliminan las filas y
columnas las cuales contengan los grados de libertad conocidos, de tal forma que solo se

trabaje con la matriz de grados de libertad desconocidos.

Elemento 2: Existen fuerzas de volumen debido al peso propio en direccion vertical las
cudles se reparten equitativamente a cada nodo y fuerzas de superficie actuando en la cara
2-18 en direccion vertical, por lo tanto se suman las fuerzas en la misma direccion que

coinciden en un mismo nudo de la siguiente forma:

Py 1g* L5 g%t 20%0,1x1
2 B 2

= —1KN

&=

0,1%0,2
3 3

fii =— = —0,08KN
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El vector de fuerzas es:

0
-0,08
0 e
-1,08 |
0
-1,08
La matriz re rigidez para el elemento 2 es:
. 6 7 2 3 lP 1
6 [ 2000000 0 -2000000 -4000000 0 4000000 |
7 0 6000000 -4000000 -6000000 400Q000 0
2| -2000000 -4000000 26000000 8000000 -24000000 -4000000
3| -4000000 -6000000 8000000 14000000 -400&]000 -8000000
13 i —4000000——24000000— 4000000 — 2400@000 T i

1 4000000 0 -4000000  -8000000 0 8000000 |
- | o

Elemento 3: Solo existen fuerzas de volumen debido al peso propio en direccion vertical,

las cudles se reparten equitativamente a cada nodo, por lo tanto se calcula de la siguiente
forma:

_y*A3*t_ 24*(0'1*0'2)*1

fi = 2 32 = —0,08KN

El vector de fuerzas es:

-0,08
-0,08 |

-0,08

127



La matriz de rigidez para el elemento 3 es:

6
7
]
9
2
3

6
[ 26000000
8000000
-24000000
-4000000
-2000000
\ -4000000

7 8 9 2 3
8000000  -24000000  -4000000  -2000000  -4000000
14000000  -4000000  -8000000  -4000000  -6000000
-4000000 24000000 0 0 4000000
-8000000 0 8000000 4000000 0
-4000000 0 4000000 2000000 0

-6000000 4000000 0 0 6000000 |

Elemento 4: Existen fuerzas de volumen debido al peso propio en direccion vertical las

cudles se reparten equitativamente a cada nodo, fuerzas de superficie actuando en la cara

4-2 en direccion vertical y una fuerza vertical aplicada en el nudo 3, por lo tanto se suman

las fuerzas en la misma direccion que coinciden en un mismo nudo de la siguiente forma:

f3 = _1KN
W PlaxLi,xt 200,11 KN
s = 2 B 2 a
e At xt 24*(0,120,2)*1
fo =——3—= > = —0,08KN

El vector de fuerzas es:

-0,08

-2,08

-1,08
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La matriz de rigidez del elemento 4 es:

8 9 4 5 2

8 / 2000000 0 -2000000  -4000000 0

9 0 6000000  -4000000  -6000000 4000000
4 | -2000000  -4000000 26000000 8000000  -24000000
5 | -4000000  -6000000 8000000 14000000  -4000000
2 0 4000000  -24000000 ~ -4000000 24000000
3

\ 4000000 0 -4000000 -8000000 0

3

4000000

0
-4000000
-8000000

0

8000000

Elemento 5: Solo existen fuerzas de volumen debido al peso propio en direccion vertical,

las cudles se reparten equitativamente a cada nodo, por lo tanto se calcula de la siguiente

forma:

yeater 24x(25F)1

> = = —0,08KN
Ty 3 3 ’
El vector de fuerzas es:
0
-0,08
0
-0,08
0
-0,08
La matriz de rigidez del elemento 5 es:
15 10 1 12 17
15 - 26000000 8000000  -24000000  -4000000  -2000000
10| 8000000 14000000  -4000000  -8000000  -4000000
11 | -24000000  -4000000 24000000 0
12 | -4000000 -8000000 0 8000000 4000000
172 ——-4000000— 0 —4000000—2

164 ——6000000—4000000—— i

16

-4000000-
6000000

4000000

129



Elemento 6: Solo existen fuerzas de volumen debido al peso propio en direccion vertical,

las cudles se reparten equitativamente a cada nodo, por lo tanto se calcula de la siguiente
forma:

_yeater 2+ (355)01

6
= = —0,08KN
El vector de fuerzas es:
0
-0,08
0
-0,08
0
-0,08
La matriz de rigidez del elemento 6 es:
' |
s 11 12 ) 7 17 16
11 | 2000000 0 -2000000 -4000000 j 4003000
12 0 6000000 -4000000  -6000000 4000000
6 | -2000000 -4000000 26000000 8000000 -24000000 -4000000
7 | -4000000 -6000000 8000000 14000000 -400¢000 -300j1000
—17 0 4000000 -24000000——=4000000 24000000——
——16-4000000 —— -4000000———8600000 08000000 7

Elemento 7: Solo existen fuerzas de volumen debido al peso propio en direccién vertical,

las cuales se reparten equitativamente a cada nodo, por lo tanto se calcula de la siguiente
forma:

7 —

= —0,08KN
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El vector de fuerzas es:

0
-0,08
0
-0,08
0
-0,08
La matriz de rigidez del elemento 7 es:
-1 12 8 § 6 7
11 [ 2000000 0 0 -4000000  -2000000 4000000 |
12 0 6000000 -4000000 0 4000000 -6000000
8 0 -4000000 24000000 0 -24000000 4000000
9 | -4000000 0 0 8000000 4000000 -8000000
6 | -2000000 4000000 -24000000 4000000 26000000 -8000000
7

\ 4000000 -6000000 4000000 -8000000 -8000000 14000000/

Elemento 8: Solo existen fuerzas de volumen debido al peso propio en direccion vertical,

las cuales se reparten equitativamente a cada nodo, por lo tanto se calcula de la siguiente
forma:

_y*AS*t_ 24*(0'1*0'2)*1

£ = 2 32 = —0,08KN

El vector de fuerzas es:

-0,08
-0,08

-0,08
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La matriz de rigidez del elemento 8 es:

11
12
13
14
8
9

1
[ 24000000

0
-24000000
4000000

0
\-4000000

12

0
8000000
4000000

-8000000
-4000000

0

13
-24000000
4000000
26000000
-8000000
-2000000
4000000

14
4000000
-8000000
-8000000
14000000
4000000
-6000000

8
0

-4000000
-2000000

4000000
2000000
0

9

-4000000 |

0
4000000

-6000000

0

6000000

PASO N°5:Se tiene que calcular el ensamblaje del vector de fuerzas, es decir se debe

sumar las fuerzas resultantes de los elementos que concurran en un nudo y en la misma

direccion, es decir:

e=8
(f} = ()

Por lo tanto el vector de fuerzas ensamblado se calcula de la siguiente forma:

- es1

1 -0,08
2

3

4

5

6 0

7 -0,08
8

9

[T
w N = O

=
'S

e=2
-1,08

-1,08

-0,08

e=3

e=4 e=5
0
-1,08
0
-2,08
0
-0,08
-0,08
0
-0,08

e=6

e=7

-0,08

-0,08

-0,08

-0,08

-0,08

-0,08

e=8

PASO N°6: Se tiene que ensamblar la matriz de rigidez global [K,,], €S decir se tiene que

sumar las componentes de una matriz que concurran en una misma fila y columna segun el

grado de libertad desconocido:
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[Keal = ) [K)]
e=1

La matriz de rigidez ensamblada es:

1
14000000
-4000000
-8000000

0

0
8000000

W0~ o0 BW N e

[y
o

[
(]

[
w

= [
= (=)
oo o oo ooo

8
0
0
8000000
-2000000
-4000000
-48000000
0
52000000
0
0
0
-8000000
-2000000
4000000

2 3
-4000000 -8000000
52000000 8000000
8000000 28000000
-24000000 -4000000
-4000000 -8000000
-4000000 -8000000
-8000000 -12000000
0 8000000
8000000 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
9 10
0 0
8000000 0

0 0
-4000000 0
-6000000 0

0 0
-16000000 0

0 0
28000000 0

0 14000000
-8000000 -4000000

0 -8000000
4000000 0
-6000000 0

4
0
-24000000
-4000000
26000000
8000000
0
0
-2000000
-4000000
0

o o o o

o o o o

0
-4000000
0
0
-8000000
-4000000
52000000
0
-24000000
4000000

5

0
-4000000
-8000000
8000000
14000000

0

0
-4000000
-6000000

0

o o o o

o o o o o

0
-12000000
-8000000
0
-8000000
0
28000000
4000000
-8000000

6
8000000
-4000000
-8000000
0
0
104000000
8000000
-48000000
0
0
-4000000
0
0
0

o o o o oo

0

-2000000
4000000

0

-24000000
4000000
26000000
-8000000

7
0
-8000000
-12000000
0
0
8000000
56000000
0
-16000000
0
0
-12000000
0
0

o o o o o o

0
4000000
-6000000

0
4000000
-8000000
-8000000
14000000 /

PASO N°7: Se tiene que calcular los desplazamientos nodales {a,}, es decir como se tiene

la matriz de rigidez ensamblada y el vector de fuerzas ensambladas es posible encontrar los

desplazamientos nodales segun los grados de libertad desconocidos por la ecuacion:

[Kaa]{aa} = {fa}

\)

{aa} = [Kaa]_l{fa}
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La matriz ensamblada de rigidez inversa es:

" 1,11645E-07
2,45533E-09
5,44819E-08
2,05545E-09
3,78325E-08
-1,46697E-08
2,59062E-08
-1,34469E-08

2,9035E-08
1,03432E-08
3,63406E-09
1,62836E-08
3,58844E-09
| 2,80313E-08

-1,84469E-08
4,08171E-09
-1,34054E-08
3,82524E-09
2,1428E-09
2,09176E-08
-4,15634E-09
4,31288E-08
-3,49961E-09
b,75206E-09
3,83373E-09
9,89923E-09
3,6671E-09
-7,16552E-09

2,45533E-09
4,07553E-08
-1,37952E-08
4,12088E-08
-2,51037E-08
2,28562E-09
-2,45855E-09
4,08171E-09
-1,5128E-08
-2,58099E-09
-2,72572E-09
-3,15387E-09
-2,49718E-09
-1,01E-08

5,44819E-08
-1,3795E-08
9,58607E-08
-1,4887E-08
7,9132E-08
-6,3803E-09
4,23477E-08
-1,3405E-08
5,51115E-08
2,20447E-08
1,071E-08
3,32232E-08
1,04479E-08
4,93442E-08

2,05545E-09
4,12088E-08
-1,4887E-08
8,83986E-08
-5,21366E-08
2,12031E-09
-2,20604E-09
3,82524E-09
-1,39606E-08
-2,34745E-09
-2,51078E-09
-2,85264E-09
-2,29905E-09
-9,3025E-09

3,78325E-08

-2,51037E-08

7,9132E-08

-5,21366E-08

1,73745E-07
3,73263E-10
4,54127E-08

2,1428E-09
7,90199E-08

3,0331E-08
1,73213E-08
4,44186E-08

1,6601E-08
6,31729E-08

-1,46697E-08
2,28562E-00
-6,38032E-09
2,12031E-09
3,73263E-10
2,04345E-08
-4,21741E-09
2,09176E-08
-3,26369E-09
2,65355E-00
2,98757E-09
3,14993E-09
2,91953E-09
-4,76051E-09

2,5906E-08
-2,459E-09
4,2348E-08
-2,206E-09
4,5413E-08
-4,217E-09
5,0402E-08
-4,156E-09
5,0968E-08
2,6116E-08
1,0604E-08
4,04E-08
1,0519E-08
4,9098E-08

2,9035E-08
-1,5128E-08
5,51115E-08
-1,3961E-08
7,90199E-08
-3,2637E-09
5,08679E-08
-3,4996E-09
1,04702E-07
3,54689E-08
2,205E-08
5,10455E-08
2,09598E-08
8,07181E-08

1,03432E-08

-2,58099E-09

2,20447E-08

-2,34745E-09

3,0331E-08
2,65355E-09
2,61156E-08
6,75206E-09
3,54689E-08
1,0898E-07
1,93768E-08
5,60259E-08
2,00933E-08
5,12322E-08

3,63406E-09

-2,72572E-09

1,071E-08

-2,51078E-09

1,73213E-08
2,98757E-09
1,06037E-08
3,83373E-09
2,205E-08
1,93768E-08
4,14532E-08
1,31828E-08
417183E-08
2,7883E-08

1,62836E-08
-3,1539E-09
3,32232E-08
-2,8526E-09
4,44186E-08
3,14993E-09
4,04004E-08
9,89923E-09
5,10455E-08
5,60259E-08
1,31828E-08
9,14539E-08
1,43042E-08
7,57149E-08

3,58844E-09

-2,49718E-09

1,04479E-08

-2,29905E-09

1,6601E-08
2,91953E-09
1,05187E-08
3,6671E-09
2,09598E-08
2,00933E-08
4,17183E-08
1,43042E-08
8,87148E-08
5,48835E-08

2,80313E-08 |

-1,01E-08
4,93442E-08
-9,3025E-09
6,31729E-08

-4,76051E-09

4,90979E-08

-7,16552E-09

8,07181E-08
5,12322E-08
2,7883E-08
7,57149E-08
5,48835E-08

1,74738-07 |
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El vector de fuerzas ensamblada es:

-1,16

-2,24

-2,08

-0,4

-0,32
-0,08

-0,32

-0,08

Multiplicando matricialmente la matriz de rigidez inversa y el vector de fuerzas, es posible

obtener el vector de desplazamientos nodales que es igual a:

| -3,58174E-07 |
8,81168E-08
-4,93439E-07
1,46601E-07
-6,47676E-07
3,24243E-08
| -2,74784E-07 |
| 4,66173E-08 [
-4,01013E-07
10 | -1,77008E-07
11 | -8,35312E-08
12 | -2,57999E-07
13 | -8,35861E-08
14 | -3,62222E-07

W NGO R WN R

PASO N°8: Con los desplazamientos nodales conocidos y con la matriz de operadores
diferenciales cuyas componentes estan en funcion a las coordenadas del elemento finito, es

posible calcular las deformaciones en cada elemento, por la siguiente ecuacion:
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{g(e)} = [B(e)]{a(e)}

Elemento 1: La matriz de operadores diferenciales para una condicion plana de esfuerzos y
deformaciones es de tamafo constante de 3x6, el vector de desplazamientos para el
elemento 1 debe estar segun los grados de libertad que tenga el elemento, es decir los
grados de libertad para el elemento 1 son: 17, 16, 6, 7, 18 y 1, su tamafio es un vector de

6x1, por lo tanto el tamafio del vector de deformaciones es de 3x1.

La matriz de operadores diferenciales del elemento 1 es:

by 0 b, 0 p, O

[B@] = ! 0 ¢g 0 ¢ c
V10 1 2 0 €3
ci by ¢, b, €3 bs
-10 0 10 0
0 -5 0 5
-5 -10 0 10 5 0

El vector de desplazamientos para elemento 1 segun sus grados de libertad es:

17/ 0

16 0

6 3,24243E-08 |
7 \-2,74784E-07(
18 0

1 -3,58174E-07

Por lo tanto el vector de deformaciones en el elemento 1 es:

| 3,24243E-07
< -1,79087E-06 -
-2,74784E-06

Elemento 2: El vector de desplazamientos para el elemento 2 debe estar segun los grados
de libertad que tenga el elemento, es decir los grados de libertad para el elemento 2 son: 6,
7,2,3,18y1.
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La matriz de operadores diferenciales del elemento 2 es:

0 0 10 0 -10 0
0 -5 0 5 0 0
-5 0 5 10 0 -10

El vector de desplazamientos para elemento 2 segln sus grados de libertad es:

6 [ 3,24243E-08
7 | -2,74784E-07
2 ) 8,81168E-08 |_
3 |-4,93439E-07 |
18 0

1 | -3,58174E-07)

Por lo tanto el vector de deformaciones en el elemento 2 es:

8,81168E-07
“-1,09327E-06
-1,07418E-06

Elemento 3: El vector de desplazamientos para el elemento 3 debe estar segin los grados

de libertad que tenga el elemento, es decir los grados de libertad para el elemento 3 son: 6,

7,8,9,2y3.

La matriz de operadores diferenciales del elemento 3 es:

| 10 0 10

0 -5 0
-5 -10 0 10 5 0
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El vector de desplazamientos para elemento 3 segun sus grados de libertad es:

6 | 3,24243E-08
7 -2,74784E-07
8. 4,66173E-08 |
9 |-4,01013E-07 |
2 |8,81168E-08
3 |-4,93439E-07 |

Por lo tanto el vector de deformaciones en el elemento 3 es:

' 1,4193E-07
<-1,09327E-06
-9,83826E-07

Elemento 4: El vector de desplazamientos para el elemento 4 debe estar segun los grados
de libertad que tenga el elemento, es decir los grados de libertad para el elemento 4 son: 8,
9,4,52y3.

La matriz de operadores diferenciales del elemento 4 es:

0 10 -10 0
0 -5 0 5 0 0
-5 0 5 10 0 -10

El vector de desplazamientos para elemento 4 segln sus grados de libertad es:

8 [ 4,66173E-08 |
9 |-4,010136-07
4) 1,46601E-07 |
|-6,47676E-07
8,81168E-08
3 |-4,934396-07 |

A
W

5
2
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Por lo tanto el vector de deformaciones en el elemento 4 es:
'5,84847E-07
<-1,23331E-06"

-1,04245E-06

Elemento 5: El vector de desplazamientos para el elemento 5 debe estar segin los grados
de libertad que tenga el elemento, es decir los grados de libertad para el elemento 5 son: 15,
10, 11,12, 17 y 16.

La matriz de operadores diferenciales del elemento 5 es:

- _10 0 10 0 0 0 |

0 -5 0 0 0 5
-5 -10 10 5 0

El vector de desplazamientos para elemento 5 segln sus grados de libertad es:

15 0

10 -1,77008E-07

11 -8,35312E-08 |_
12 -2,57999E-07 |
17 0

6. 0

Por lo tanto el vector de deformaciones en el elemento 5 es:

-8,35312E-07
< 8,85041E-07 |
-8,09906E-07

Elemento 6: El vector de desplazamientos para el elemento 6 debe estar segun los grados
de libertad que tenga el elemento, es decir los grados de libertad para el elemento 6 son: 11,
12,6,7,17 y 16.
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La matriz de operadores diferenciales del elemento 6 es:

0 0 10 0 -10 0
0 -5 0 5 0 0
-5 0 5 10 0 -10

El vector de desplazamientos para elemento 6 segun sus grados de libertad es:

11 |-835312E-08
12 |-2,57999E-07
6 /3,24243E-08 |
7 |-2,74784E-07 |
17 0

16 | 0

Por lo tanto el vector de deformaciones en el elemento 6 es:
'3,24243E-07
<-8,39273E-08

-2,16807E-06

Elemento 7: El vector de desplazamientos para el elemento 7 debe estar segin los grados
de libertad que tenga el elemento, es decir los grados de libertad para el elemento 7 son: 11,
12,8,9,6y7.

La matriz de operadores diferenciales del elemento 7 es:

0 0 10 0 -10 0
0 -5 0 0 0 5
-5 0 0 10 5 -10
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El vector de desplazamientos para elemento 7 segun sus grados de libertad es:

11 |-8,35312E-08 |
12 |-2,57999E-07

8 | 4,66173£-08 |
9 -4,01013E-07 |
6 |3,24243E-08

7 [-2,74784E-07

Por lo tanto el vector de deformaciones en el elemento 7 es:
| 1,4193E-07
<-8,39273E-08 ;

-6,82511E-07

Elemento 8: El vector de desplazamientos para el elemento 8 debe estar segun los grados
de libertad que tenga el elemento, es decir los grados de libertad para el elemento 8 son: 11,
12,8,9,6y7.

La matriz de operadores diferenciales del elemento 8 es:

10 0 10 0 0 0

0 0 0 -5 0 5
0 -10 -5 10 5 0

El vector de desplazamientos para elemento 8 segln sus grados de libertad es:

11 [-8,35312€-08)
12 | -2,57999E-07
13 |-8,35861E-08 |
14 -3,62222€-07
8 | 4,66173E-08
9 |-4,01013£-07
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Por lo tanto el vector de deformaciones en el elemento 8 es:

-5,49319E-10
<-1,93957E-07
-3,91211E-07

PASO N°9: Conociendo las deformaciones en todos los elementos como también la matriz
constitutiva cuyas componentes estan en funcion al coeficiente de Poisson y al Mddulo de
Elasticidad el tamafio de la matriz para una condicion plana de esfuerzos y deformaciones
es de 3x3, es posible conocer el vector de esfuerzos de tamafo 3x1 en los elementos por la

siguiente ecuacion:
{a(e)} — [D(e)]{g(e)}

La matriz constitutiva es constante en todos los elementos porque se esta trabajando con un

material homogéneo, por lo tanto es:

24000000 8000000 0

8000000 24000000 0

0 0 8000000 |

Elemento 1: El vector de esfuerzos para el elemento 1 es el resultado de la multiplicacion
matricial del vector de deformaciones del elemento 1 entre la matriz constitutiva cuyo valor

es constante para todos los elementos.

Por lo tanto el vector de esfuerzos es:

-6,5451232
| -40,386949 [
| -21,982748 |

Elemento 2: El vector de esfuerzos para el elemento 2 es el resultado de la multiplicacion
matricial del vector de deformaciones del elemento 2 entre la matriz constitutiva cuyo valor

es constante para todos los elementos.
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Por lo tanto el vector de esfuerzos es:

' 12,4018502
. -19,189189 .
-8,5934745

Elemento 3: El vector de esfuerzos para el elemento 3 es el resultado de la multiplicacién

matricial del vector de deformaciones del elemento 3 entre la matriz constitutiva cuyo valor

es constante para todos los elementos.

Por lo tanto el vector de esfuerzos es:

| -5,3398616 |
) -25,103003 |
| -7,87061

Elemento 4: El vector de esfuerzos para el elemento 4 es el resultado de la multiplicacion
matricial del vector de deformaciones del elemento 4 entre la matriz constitutiva cuyo valor

es constante para todos los elementos.

Por lo tanto el vector de esfuerzos es:

| 4,16980794 |
) -24,920768 .
-8,3396159

Elemento 5: El vector de esfuerzos para el elemento 5 es el resultado de la multiplicacion

matricial del vector de deformaciones del elemento 5 entre la matriz constitutiva cuyo valor

es constante para todos los elementos.
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Por lo tanto el vector de esfuerzos es:

| -12,967151 |
14,558499 |
| -6,4792495 |

Elemento 6: El vector de esfuerzos para el elemento 6 es el resultado de la multiplicacion

matricial del vector de deformaciones del elemento 6 entre la matriz constitutiva cuyo valor

es constante para todos los elementos.

Por lo tanto el vector de esfuerzos es:

| 7,11042386 |
. 0,57969215 .
-17,344528

Elemento 7: El vector de esfuerzos para el elemento 7 es el resultado de la multiplicacién

matricial del vector de deformaciones del elemento 7 entre la matriz constitutiva cuyo valor

es constante para todos los elementos.

Por lo tanto el vector de esfuerzos es:

| 2,73489728
. -0,8788167 -
-5,4600869

Elemento 8: El vector de esfuerzos para el elemento 8 es el resultado de la multiplicacién

matricial del vector de deformaciones del elemento 8 entre la matriz constitutiva cuyo valor

es constante para todos los elementos.

Por lo tanto el vector de esfuerzos es:
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' 11,5648436 |
| 4,6593745 |
' -3,1206872

PASO N°10:Calcular los valores nodales tanto para esfuerzos como para deformaciones, el
procedimiento de célculo consiste en hacer una ponderacion de aquellos elementos que

tengan un nudo en comun con sus respectivas areas, es decir:

e=n

1
Ynodo = A_ * Z A(e)l/)(e)

T e=1

Deformacion en direccion xx:

Nudo 1: El nudo 1 tiene como elementos comunes a los elementos finitos 1 y 2, por lo
tanto las deformaciones de estos elementos aportan al nudo, como todos los elementos
tienen la misma area entonces las areas se simplifican, es decir:

3,24x1077) + (8,81x10~7
Exx1 = ( ) > ( ) = 6,025x1077

Nudo 2: El nudo 2 tiene como elementos comunes a los elementos finitos 2, 3 y 4, por lo
tanto las deformaciones de estos elementos aportan al nudo, como todos los elementos

tienen la misma &rea entonces las reas se simplifican, es decir:

8,81x1077 + 1,42x1077 + 5,85x10~7 ;
Exx2 = 3 = 5,36x10"

Nudo 3: El nudo 3 tiene como elementos comunes solo al elemento finito 4, por lo tanto la

deformacion de este elemento aporta al nudo, es decir:
Exx3 = 5,85x1077

Nudo 4: El nudo 4 tiene como elementos comunes a los elementos finitos 1, 5y 6, por lo
tanto las deformaciones de estos elementos aportan al nudo, como todos los elementos

tienen la misma area entonces las areas se simplifican, es decir:
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3,24x10‘7 + (—8,35)610_7) + 3,24x10‘7 8
Exxa = 3 = —6,23x10"

Nudo 5: El nudo 5 tiene como elementos comunes a los elementos finitos 1, 2, 3, 6 y 7, por
lo tanto las deformaciones de estos elementos aportan al nudo, como todos los elementos
tienen la misma area entonces las areas se simplifican, es decir:

3,24)610_7 + 8,81x10‘7 + 1,42x10"7 + 3,249610_7 + 1,42x10‘7
Exxs =
5

Exys = 3,63x1077

Nudo 6: El nudo 6 tiene como elementos comunes a los elementos finitos 3, 4, 7 y 8, por lo
tanto las deformaciones de estos elementos aportan al nudo, como todos los elementos
tienen la misma &rea entonces las &reas se simplifican, es decir:

1,42x1077 + 5,85x1077 + 1,42x1077 + (—5,49x10719)

Exx6 = 1 =2,17x10"7

Nudo 7: El nudo 7 tiene como elementos comunes solo al elemento finito 5, por lo tanto la

deformacion de este elemento aporta al nudo, es decir:
Eex7 = —8,35x1077

Nudo 8: El nudo 8 tiene como elementos comunes a los elementos finitos 5, 6, 7 y 8, por lo
tanto las deformaciones de estos elementos aportan al nudo, como todos los elementos
tienen la misma area entonces las areas se simplifican, es decir:

—8,35x1077 + 3,24x1077 + 1,42x1077 + (—5,49x10719) _

Exxg = ) = —9,24x10‘8

Nudo 9: El nudo 9 tiene como elementos comunes solo al elemento finito 8, por lo tanto la

deformacion de este elemento aporta al nudo, es decir:

Eex9 = —5,49x10710
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Por lo tanto el vector de deformaciones nodales es:

Deformacion en direccion yy:

60,27
53,60
58,48
-6,23
36,27 [ x10
21,70
-83,53
-9,24
. -0,05

W o ~ o N bW N

Se hace el mismo procedimiento que en el anterior, es decir que los mismos nudos seran

comunes en los mismos elementos anteriores, puesto que se analiza la misma estructura,

solo que ahora con las deformaciones en direccion yy:

Nudo 1: —
Nudo 2: —
Nudo 3: —
Nudo 4 —
Nudo 5: —
Nudo 6: —
Nudo 7: —
Nudo 8: —
Nudo 9: —

Eyy1 = —1,44x107°
Eyy2 = —1,14x107°
~1,23x107¢

Eyy3 =

€y 4 = —3,30x1077

gyys = 8,29x1077
£)y6 = —6,51x1077
£yy7 = 8,85x1077
gyys = 1,30x1077
€yyo = —1,94x1077
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Por lo tanto el vector de deformaciones nodales es:

-144,21
-114,00

-123,33

-32,99

82,91 [ x10
-65,11

88,50

13,08

-19,40 _

[T - RN I - TR T TR - ¥R N T

Deformacion en direccién xy:

Se hace el mismo procedimiento que en el anterior, es decir que los mismos nudos seran
comunes en los mismos elementos anteriores, puesto que se analiza la misma estructura,

solo que ahora con las deformaciones en direccion xy:

Nudo 1: — Exy1 = —1,91x107°
Nudo 2: — Exy2 = —1,03x107°
Nudo 3: — Exy3 = —1,04x107°
Nudo 4 — Exya = —1,91x107°
Nudo 5: — Exys = —1,53x107°
Nudo 6: — Exye = —7,75x1077
Nudo 7: — Exy7 = —8,10x1077
Nudo 8: — Exyg = —1,01x107°
Nudo 9: — Exyo = —3,91x1077

148



Por lo tanto el vector de deformaciones nodales es:

-191,10
-103,35
-104,25
-190,86
153,13 (x10°
77,50

-80,99
-101,29

L -39,12

[T - RN I - TR T, I Y TR N T

Esfuerzos en direccion xx:

Se hace el mismo procedimiento que en el anterior, es decir que los mismos nudos seran
comunes en los mismos elementos anteriores, puesto que se analiza la misma estructura,

solo que ahora con los esfuerzos en direccion xx:

Nudo 1: — Oxx1 = 2,928
Nudo 2: — Oxx2 = 3,744
Nudo 3: — Oxx3 = 4,170
Nudo 4 — Opya = —4,134
Nudo 5: — Oprs = 2,072
Nudo 6: — Oxx6 = 0,00
Nudo 7: - Opy7 = —12,967
Nudo 8: — Oxxg = —1,172
Nudo 9: — Oxxo = —1,565
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Por lo tanto el vector de esfuerzos nodales es:

2,928
3,744
4,170
-4,134
2,072
0E+00

-12,967
-1,172

L -1,565 _

W o ~ o BaWw N

Esfuerzos en direccion yy:

Se hace el mismo procedimiento que en el anterior, es decir que los mismos nudos seran
comunes en los mismos elementos anteriores, puesto que se analiza la misma estructura,

solo que ahora con los esfuerzos en direccion yy:

Nudo 1: — Oyy1 = —29,788
Nudo 2: — Oyy 2 = —23,071
Nudo 3: — Oyy3 = —24,921
Nudo 4 — Oyya = —8,416
Nudo 5: — Oyys = —16,996
Nudo 6: — Oyye = —13,981
Nudo 7: — 0yy7 = 14,558
Nudo 8: — Oyyg = 2,400
Nudo 9: — Oyyo = —4,659
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Por lo tanto el vector de esfuerzos nodales es:

Esfuerzos en direccion xy:

W oo N RN R

-29,788
-23,071
-24,921
-8,416
< -16,996
-13,891
14,558
2,4
. -4,659

Se hace el mismo procedimiento que en el anterior, es decir que los mismos nudos seran

comunes en los mismos elementos anteriores, puesto que se analiza la misma estructura,

solo que ahora con los esfuerzos en direccion xy:

Nudo 1: —
Nudo 2: —
Nudo 3: —
Nudo 4 —
Nudo 5: —
Nudo 6: —
Nudo 7: —
Nudo 8: —
Nudo 9: —

Oxy1 = —15,288
Oyy2 = —8,268
Oxy3 = —8,340
Oyya = —15,269

Oy s = —12,250

Oyy6 = —6,200
Oy 7 = —6,479
Oyys = —8,103
Oxyo = —3,130
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Por lo tanto el vector de esfuerzos nodales es:

[ -15,288 )
-8,268
-8,340
-15,269
-12,250

-6,2
-6,479
-8,103

L -3,130

W o ~ o bW N

Con el programa:

Hoja TB_GEN: En esta hoja se escriben los parametros generales como el titulo, el
naimero de nudos, nimero de elementos, nimero de grados de libertad por nudo, nimero de
nudos por elemento para nuestro caso es un elemento finito triangular y numero de
dimensiones del problema en nuestro caso el andlisis es en 2 dimensiones. Como
propiedades mecanicas el mddulo de elasticidad longitudinal o médulo de Young, la
relacién de Poisson, espesor, y el tipo de problema que para nuestro caso es en una

condicion plana de deformaciones.

La forma de como ingresar los datos para nuestro problema es:

| £=™)
i)

inido | Insertar  Disefio de pagina  Formulas  Datos  Revisar Vista  Programador  Complementos @ -

- Cortar c X =]
9 g Arial S0 A N ||[= o= || @] | S Austar texto General |

4a Copiar
PROT 1 Copiar formato | N & & <1 <[ & - A -] = = |[2® || i combinar y centrar - [4F - o o

Portapapeles [ Fuente (3 Alineacién 3 Numero Celelas

- =
NNUD - K

A B c D E E G W J
TITULO PROBLEMAS DE ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL

PARAMETROS GENERALES

NUMERO DE NUDOS 9 1
NUMERO DE ELEMENTOS 8

NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD POR NUDO 2

NUMERO DE NUDOS POR ELEMENTO 3

NUMERO DE DIMENSIONES DEL PROBLEMA 2

I IFNIFI RN

©

10

11 PROPIEDADES MECANICAS

12 MODULO DE YOUNG 2,00E+07 kN/m2
13 RELACION DE POISSON 0,25

14 ESPESOR (PARA PROBLEMA PLANO DE ESFUERZOS) 1,00 m
15 TIPO DE PROBLEMA (0=PLANO DE ESFUERZOS , 1=PLANO DE DEFORMACIONES) 1

16

17

18

19

20

21

22

23
24
25
26
27
28

30
31

32
M 4+ W| TB GEN TB XYZ ~TB ELE ~TB RES ~TB FUN , TB FUE <TB-OUT ¥J [ Im 0|
= s
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Hoja TB_XYZ: En esta hoja se escriben las coordenadas de la malla de elementos finitos,
ordenados de forma secuencial, definiendo un sistema de referencia coordenado, para
nuestro problema se fija el sistema de referencia en el apoyo inferior, por lo tanto la tabla

de coordenadas de los nudos es la siguiente:

FJeTcIcIo VI A i nalmMI cro o ERcel
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.-J a

B Arial 10 & Numero - E B B = O &
Pegar 3 Copiar formato ||| N & & ~|[E -|[ & - A <[ % W||4R {|| B combinary centrar - | |9 - % ow][ < B “;ﬂ"‘"'::‘:‘ : &mu‘!grsu E::;;;# anserarfE minarPorio)

Portapapeles i Fuente i Alineacion i Nimero ] Estilos Celdas
il 2
BS - fe| O ¥
A B c D E F G H J K L M N o P Q

1 TABLA DE COORDENADAS DE LOS NUDOS
2
3 m m
4 | NUDO X Y
5 1 0,000] 0400
6 Fl 0,100 0,400
7 3 0,200 0,400
(] 4 0,000 0200
a 5 0,100 0,200
10 6 0,200 0,200
"7 0,000 0,000
12 8 0,100 0,000
13 9 0,200 0,000
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

M 4 » ¥| TB GEN | TB_XYZ <TB ELE ~TB RES ~TB_FUN TB FUE <TB.OUT- %J 0! m [
Listo | 1 56— (+

Hoja TB_ELE: En esta hoja se escriben los nudos asociados a cada elemento de la malla,
ordenados de forma secuencial en sentido antihorario, por lo tanto la tabla de coordenadas

asociados a cada nudo es la siguiente:

%
27 tnicio Insertar  Disefio de pagina  Formulas  Datos  Revisar Vista  Programador  Complemenios
bl 0 -[A A o w|[ @] | = Ajuster texte

e (N & & <[ |- A== @||He | W co

E
TABLA DE NUDOS ASOCIADOS A CADA ELEMENTO

m

NGO OBWNar
m

cam\mmuHE

conswanal
DOEANN SR
ES

[ e - £ a ¥
7
2
3
4
5
6
7
8

W 4 W| TB_GEN ~TB XYZ | TB_ELE ~TB_RES ~TB_FUN  TB_FUE ~TB.OUT 2 [T I 0

Lte | 3 [0 (1200965




Hoja TB_RES: En esta hoja se escriben las condiciones de borde naturales, asignando el
tipo de desplazamiento y el valor del desplazamiento conocido, es decir indicando los
grados de libertad conocidos por cada nudo. Para nuestro ejercicio tenemos 3 apoyos en los
nudos 1, 4 y 7 los cuales restringen movimientos en las direcciones de sus reacciones y sus
desplazamientos en esas direcciones son nulos, por lo tanto la tabla de desplazamientos

nodales conocidos es la siguiente:

R ——— CESTITRTTEETE o TR
Y wico Insertar  Disefio de pigina  Formulas atos  Revisar  Vista  Programador  Complementos @ - 5 x
=) & Cortar . ) —  Fem T [T T Autosuma -
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P copartoma [ £ 8 [ A oy (8- 4 w8 8| Fome owlomeo Edesde st S Fo | OBy
Portapapel Fuent Nimero & Estilos Celdas Modificar
d 9
| BS - £ 1
A B C D E F G H J K L M N (o] =

1 TABLA DE DESPLAZAMIENTOS NODALES CONOCIDOS

2 Tipo de desplazamiento: conocido = 001, desconocido = 000

Tipo de desplazamiento Valor de desp!azamiento

3 conocido
4 NUDO UX uy NUDO ux uy
5 1 I 001 ! 000 1 0,000
6 4 001 001 4 0,000 0,000
7 7 001 000 7 0,000
8
9

10
1"

12
13
14 i
15
16
17
18
19

20

21

22

23

24

25

26

271

28

29

30

31

M 4 » M| TB GEN TB XYZ /TB_ELE | TB_RES /TB_FUN ~TB_FUE <TB-OUT ¥J | uw 0|

¢ 8 'L EEW

Hoja TB_FUN: En esta hoja se escriben las componentes de las fuerzas puntuales
aplicadas a cada uno de los nudos, para nuestro ejercicio tenemos una fuerza puntual en
direccidn vertical hacia abajo en el nudo 3, en esa direccion la fuerza se considera negativa,

por lo tanto tabla de fuerzas en los nudos es la siguiente:
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Arial 10 | A | S Ajustar texta Nimero - o= z i’ e | %?
B 2 Copi }j {3;4 = = el ﬂJ (8] Rellenar - ﬁ
Peg N & s & - A 5 Combinar y centrar - | @3 - % oun|[%§ 8| Formato Darformato Estilos de | Insertar Eliminar Formato _ Ordenar Buscary
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Portapapel Fuents Nimero & Estilos Celdas Modificar
d 9
cs - A1
A B c D E F G H | J K L M N (0] P
1 TABLA DE FUERZAS EN LOS NUDOS
2
3 kN kN
4 NUDO FX FY
5 3 0,000 -1,000}
6
T
8

o
I

29
30
31
32

W 4 » W[ TB GEN  TB XYZ ~TB FLE ~ TB RES | TB_FUN TB FUE TB-OUT . %3 0 | I I _— ] |
Listo | B3 5 [0 [ }j2003,(>) (+)

0324am. ||
© 26/07/2012

B . Mt

Hoja TB_FUE: En esta hoja se escriben las componentes de las fuerzas distribuidas por
unidad de superficie y por unidad de volumen aplicadas sobre los elementos, en el caso de
las fuerzas por unidad de superficie es necesario indicar en qué cara del elemento finito esta
actuando dicha fuerza de acuerdo a los nudos asociados a cada elemento, para nuestro
ejercicio existe una fuerza de superficie actuando en las caras de los elementos 2 y 4, para
el elemento 2 esta actuando en la cara o lado que tiene como frontera a los nudos 2 y 1, de
acuerdo a la tabla de nudos asociados a cada elemento dichos nudos estan en la cara o lado
namero 2, lo mismo para el elemento 4 la fuerza de superficie actia desde el nudo 3 al 2
que corresponde al lado 2. Para las fuerzas de volumen es decir el peso propio actlan en
todo el volumen de cada elemento finito por lo tanto hay que escribir el valor del peso
especifico del hormigon en los 8 elementos, en consecuencia la tabla de fuerzas en los

elementos es la siguiente:
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MicrosoftExcel

\\\\\ o
I o [l = 7| Bm B B | Adosuma-
Aril [ Eziew ﬁﬂ L B s Gl @ Rellenar ~ %7 #
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Portapapeles F] Fuente (] Alineacién (F] Nimero & Estilos Celdas Maodificar
9 s
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A B g D E F G H J K L

1 TABLA DE FUERZAS EN LOS ELEMENTOS

2

3 K/m3 KN/m3 KN/m2 kN/m2

4 ELEM WX wy PX PY CARA

5 1 0000 24,000 0,000 0,000 1

6 0000 24,000 0000 20000 2

7 3 0000 -24,000 0,000 0,000 1

8 4 0000  -24,000 0000 20000 2

9 5 0000  -24,000 0,000 0,000 1

10 6 0000  -24,000 0,000 0,000 1

11 7 0000  -24,000 0,000 0,000 1

12 8 0000 24,000 0,000 0,000 1

13

1 ]

15

16

17

18

19

20

21

2

23

24

2

%

27

28

2

30

31

32

W 4> W[ TBGEN TBXYZ TBELE ~TBRES  TB_FUN | TB_FUE <TB-0UT ©J 0| m

Listo | 22 5[ (1] {20036 =

Al concluir el ingreso de datos en todas las hojas de ingreso de datos, se da el paso final de
ingresar a la hoja de salida o resultados TB_OUT, en la cual simplemente se tiene que
seleccionar la ventana creada con el nombre EJECUTAR, el cual procede al céalculo

correspondiente.

Para el caso del ejercicio propuesto, se obtuvieron que las respuestas son exactamente las
mismas de las que se hicieron de forma manual, por lo tanto se puede dar validez que el

programa goza de toda confiabilidad y eficacia.
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4.2 Ejercicio N°2: Un suelo de arena fina suelta (Figura 4.2), cuyas dimensiones para
fines de este ejercicio son: 15 m de ancho ,12 m de profundidad y 1 m de largo (Estas
dimensiones se adoptaron de modo que se puedan apreciar de manera clara y precisa el
bulbo de presiones), el cual soporta una cimentacién continua actuando en una seccion
unitaria. 1 m por 1 m, cuya fuerza de superficie aplicada al suelo debido es de
P=q,= 1%, este tipo de suelo tiene un modulo de elasticidad longitudinal o modulo de

K—IZ y un coeficiente de Poisson v = 0,25.
m

Young E = 8000

Las simplificaciones que se hicieron en este ejercicio son: no considerar el peso propio,
debido a que el Unico fin es obtener la distribucion de los esfuerzos verticales debido solo al
régimen de las cargas. En los extremos de la seccidn analizada (izquierda, derecha y parte
inferior), se fijaron apoyos articulados fijos en todos los nudos de los elementos finitos, con
la finalidad de observar la distribucion de esfuerzos verticales en el suelo.

1 KN/m2

12m

LT L

==l
15 m |

o

Figura 4.2 Suelo de Arena Fina Suelta.

Con el programa:

1" Malla: La primera malla de elementos finitos consta de los siguientes parametros

generales y propiedades mecanicas:
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(=] =

NNUD - ] 208

A B c D E F G H J

1 TITULO PROBLEMAS DE ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL Bl
2
3
4 PARAMETROS GENERALES
5 NUMERO DE NUDOS 208
6 NUMERO DE ELEMENTOS 360
7 NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD POR NUDO 2
& NUMERO DE NUDOS POR ELEMENTO 3
9 NUMERO DE DIMENSIONES DEL PROBLEMA 2
10
11 PROPIEDADES MECANICAS
12 MODULO DE YOUNG 8,00E+03  kN/m2
13 RELAGION DE POISSON 0,25
14 ESPESOR (PARA PROBLEMA PLANO DE ESFUERZOS) 1,00 m
15 TIPO DE PROBLEMA (0=PLANO DE ESFUERZOS , 1=PLANO DE DEFORMACIONES) 1
18
17
18
19
20 B
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32 PARAMETROS DE DIBUJO Por defecto | 4
M 4 b W TB_GEN TBXYZ ~TB_ELE TB_RES  TB_FUN  TB_FUE <TB_OUT ¥J 0|

La figura 4.3 muestra la malla N°1 de elementos finitos dividida por elementos triangulares

e idealizados de la siguiente manera:

1 KN/m2

Tm |
—

1mI

12 m

| 19 m |

Figura 4.3 Malla N°1 de elementos finitos
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Por lo tanto desarrollando el programa, se obtienen que los resultados del vector de

esfuerzos verticales nodales:

NYY () (208x1)

Fl 1,0602E-02
Fz 4,9559E-03
3 2,9564E-03
F4 5,0345E-04
F5 -7, T888E-03
Fa -3,8521E-02
FT -1,510%E-01
Fa8 -4,2062E-01
Fa -2,9837E-01
Fl0 -4,4663E-02
Fl11 -7,8080E-03
Flz -7,0684E-04
Fl13 1,9931E-03
Fl4 4,5118E-03
F15 1,1733E-02
Fléa 2,6546E-02
F17 5,4835E-03
Fla 4,6352E-03
Fl9 -1,4459E-03
Fz0 -6, T61l1E-03
Fzl -1,8317E-02
Fzz2 -4,61T74E-02
F23 -1,1802E-01
Fz4 -2,9451E-01
FZ5 -3,2217E-01
Fza -1,3387E-01
F27 -2, TT18E-02
Fzg -8,5127E-03
Fza -1,8216E-03
F30 1,5B87E-03
F3l 3,9476E-03
Fiz 1,1458E-02
F33 -1, 7403E-03
F34 T,4433E-04
F35 -4,1603E-03
Fig -1,3851E-02
F37 -3,1174E-02
F3g -6,3530E-02
F39 -1,2441E-01
F40 -2,2012E-01
F41 -2,3828E-01
F4z -1,4833E-01
F43 -6,5716E-02
F44 -2,3700E-02
F45 -7,5461E-03
F46 -7,1338E-04
F47 1,3761E-03
F48 3,1315E-03
F49 -6, 6692E-03
F50 -4, T7073E-03
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F102
F103

Fl111
Fiiz
F113
Fll4
F115

-3, 7018E-03
-2,1363E-02
-4,0888E-02
-7,1961E-02
-1,1837E-01
-1,7243E-01
-1,8173E-01
-1,3461E-01
-8,0287E-02
-4,0T69E-02
-1,8132E-02
-6,3690E-03
-3,2376E-03
-2,3904E-03
-3, 7TTOGE-03
-3,8052E-03
-1,5540E-02
-2,T7811E-02
-4,6384E-02
-7,3T20E-02
-1,0T7T48E-01
-1,3908E-01
-1,4335E-01
-1,1657E-01
-8,1302E-02
-5,0165E-02
-2, TT98E-02
-1,4281E-02
-8,3424E-03
-7,4691E-03
-1,1503E-02
-1,3315E-02
-2,0350E-02
-3,2537E-02
-4,3849E-02
-7,1819E-02
-3,8601TE-02
-1,1526E-01
-1,1720E-01
-1,0050E-01
-7, T7236E-02
-5,3628E-02
-3,4124E-02
-2,0384E-02
-1,2701E-02
-1,0428E-02
-1,2272E-02
-1,5T7T72E-02
-2,3T43E-02
-3,5507E-02
-5,07T30E-02
-6,8361E-02
-3,5822E-02
-9,8102E-02
-5,8998E-02
-8,8415E-02
-7,1874E-02
-5,3866E-02
-3, T462E-02
-2,4484E-02
-1,5T744E-02
-1,20739E-02
-1,2384E-02
-1,7154E-02
-2,5817E-02
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F143
F144
Fl45
Fl4a
F147
F148
F149
F150
F151
Fi52
F153
Fl54
F155
Flsa
F157
F158
F153
Fl&0
Flel
Flé&2
Fle3
Fle4
F165
Fléa
Fl&7
Fle8g
Fles

-3, T058E-02
-5,0367E-02
-&,4568E-02
-7, T463E-02
-8,5T731E-02
-8,6151E-02
-7,8838BE-02
-6, 86T34E-02
-5,2640E-02
-3,8T89E-02
-2,8TE6E-02
-1,T463E-02
-1,2T28E-02
-1,2032%E-02
-1,TT22E-02
-2,8873E-02
-3, T635E-02
-4,9389E-02
-6, 1054E-02
-7,0921E-02
-7, 86825E-02
-7, TO02TE-02
-7,1653E-02
-§,2370E-02
-5,0946E-02
-3,8978E-02
-2,7T4TE-02
-1,8130E-02
-1,2681E-02
-1,1331E-02
-1,7Te1lE-02
-2, 7306E-02
-3, TG53E-02
-4,8212E-02
-5,8058E-02
-6,59239E-02
-7,040%E-02
-7,0514E-02
-6,6353E-02
-5,8903E-02
-4,39328E-02
-3,8T08E-02
-2,8002E-02
-1,8085E-02
-1,2161E-02
-1,0226E-02
-1,7590E-02
-2, T4895E-02
-3,T47TE-02
-4, TOE3E-02
-5,5577E-02
-6,2103E-02
-&,5695E-02
-6,5TE2E-02
-&,2396E-02
-5,8224E-02
-4,8026E-02
-3,8514E-02
-2,8170E-02
-1,7T10E-02
-1,1263E-02
-8,3451E-03
-1,7631E-02
-2, T7848E-02
-3,T330E-02

161



-4,5389E-02
-5,3414E-02
-5,83953E-02
-6,1943E-02
-6,2015E-02
-5,9230E-02
-5,4035E-02
-4, 6937E-02
-3,8620E-02
-2,9105E-02
-1,7725E-02
-9,9145E-03
0,0000E+00
-1,2168E-02
-2,4529E-02
-3,4486E-02
-4,32T74E-02
-5,0868E-02
-5, 6781E-02
-6,0403E-02
-6,1304E-02
-5,9447E-02
-5,5162E-02
-4,8952E-02
5 -4,1312E-02
& -3,2532E-02
7 -2,2281E-02
-1,1309%E-02

P | R

[

2% Malla: La segunda malla de elementos finitos consta de los siguientes parametros

generales y propiedades mecénicas:

Distribucion de Esfuerzos 28 Microsoft
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=] & Cortar . = . ) 7 e FEE | I Autosuma -
O Arial 10 \\l/ S Ajustar texto General ﬂ ii‘:% 17, §< /E_\ e ﬂ o]
PP copiar fomato || N &8 o[ || & - A || 5 combinary cantvar - {81 o e[ 1) | v || T @ pomar -
Portapapeles & Fuente & Alineacién & Nimero & Estilos Celdas Modificar
T 5 |
| NNUD (o £ | 403
A B G D E F G H 1 J i
1 TITULO PROBLEMAS DE ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL
2
3
4 PARAMETROS GENERALES
5 NUMERO DE NUDOS 403 )
6 NUMERO DE ELEMENTOS 720
7 NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD POR NUDO 2
8 NUMERO DE NUDOS POR ELEMENTO 3
9 NUMERO DE DIMENSIONES DEL PROBLEMA 2
10 <
11 PROPIEDADES MECANICAS
12 MODULO DE YOUNG 800E+03  kN/m2
13 RELACION DE POISSON 0,25
14 ESPESOR (PARA PROBLEMA PLANO DE ESFUERZOS) 1,00 m
15 TIPO DE PROBLEMA (0=PLANO DE ESFUERZOS , 1=PLANO DE DEFORMACIONES) 1
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
21
28
29
30
31
32 |PARAMETROS DE DIBUJO Por defecto
W 4> M| TB_GEN TB XYZ /TB_ELE ~TB RES ~TB_FUN ~TB_FUE <TB.OUT 73 [ m

0
26/07/2012
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La figura 4.4 muestra la malla N°2 de elementos finitos, dividida por elementos

triangulares e idealizados de la siguiente manera:

D'in'n . 1 KN/m2

: mI 1

12 m

Figura 4.4 Malla N°2 de elementos finitos.

Por lo tanto desarrollando el programa, se obtienen que los resultados del vector de

esfuerzos verticales nodales:

NYY () (403x1)

F1 4,93189E-03
2 —-9,2532E-04
F3 —-9,5917E-04
F4 —-2,3105E-04
F5 4,6T7BTE-04
F& 8,5815E-04
E7 T,4947E-04
F8 —-1,66872E-04
FS —-2,5187E-03
F10 -7,6284E-03
F11 -1,838%E-02
F1z —-4,1815E-02
F13 -9, T520E-02
Fl4 -2, 5008E-01
F15 -5,0324E-01
Flé -5, T503E-01
F17 -3,4042E-01
Filsg -1,1837E-01

Fl8 —4,3985E-02

163



F2] -7,9289E-03

Fz2Z2 —3,4413E-03
F23 —-1,4930E-03
F24 -8, 3493E-04
F25 —9,6221E-04
Fze —-1,68681lE-03
F27 —-2,8034E-03

—3,9221E-03
—-3,2251E-03

6,3101E-03

1,484TE-02

T,39B6E-03

2,3838E-03
-1,1982E-03
—-2,412T7TE-03
—-3,0936E-03
—4,0548E-03
-5, 7676E-03
-8, 7511E-03
—-1,3T7T68E-0D2
—-2,2105E-02
—3,6036E-02
—-5,2T7T6TE-DO2
-1,0147E-01
-1,77T84E-01
—-3,2376E-01
—4,4504E-01
-3, T463E-01
-2,0123E-01
-2,2705E-02
-4,8201E-02
—-2,7180E-02
-1,6222E-02
—-1,0164E-02
-6, 7T4183E-03
—4,8492E-03
-3,88068E-03
—-3,4049E-03
—2,8965E-03
—-1,3054E-03

3,8666E-03

1,3516E-02
-1,4059E-03
—-8,8924E-04
-4, 6854E-03
—&6,5626E-03
-8,2237TE-03
-1,0569E-02
-1,4223E-02
-1,2824E-02
—-2,8216E-02
-4, 0629E-02
-5,887T6E-02
—8,5542E-02
-1,2396E-01
-1, 7633E-01
-2,4101E-01
—-2,8264E-01
—2,64399E-01
—-2,0404E-01
-1,3851E-01
—8,8458E-02
—-5,6296E-02
-3,6261E-02
—2,37T39E-02
-1,5836E-02
-1,0813E-02
-7,68114E-03
—-5,5370E-03
-4,058TE-03
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—-2,68331E-03
-1,007TE-03
4, E268E-03
-6, 68355E-03
—4,6031E-03
-5, 7T8EBTE-03
-8,4671E-03
—-1,1949E-02
-1,6419E-02
—-2,2303E-02
-3, 0137E-02
-4, 0569E-02
-5,4380E-02
-7,2439E-02
-9,5529E-02
-1,23833E-01
-1,5567E-01
-1,8522E-01
-2,0020E-01
-1,59232E-01
-1,&6751E-01
-1,3566E-01
-1,0357E-01
-7,6113E-02
—-5,48392E-02
-3,9257E-02
-2, 7963E-02
-1,9862E-02
-1,4058E-02
-9,9037E-03
—6,3639E-03
-5,0341E-03
-4 ,2943E-03
-2,9888E-03
-9,7128E-03
-8, 6430E-03
-9,7545E-03
-1,2515E-02
-1,6635E-02
-2,2208E-02
-2,9175E-02
-3, T843E-02
-4 ,8512E-02
—6,1468E-02
-7, 68365E-02
-9,4532E-02
-1,1363E-01
-1,3220E-01
-1,4674E-01
-1,5231E-01
-1,4879E-01
-1,3661E-01
-1,1964E-01
-1,0048E-01
—-8,1448E-02
—6,4246E-02
-4, 9682E-02
-3, 7T865E-02
—-2,8502E-02
—-2,1223E-02
-1,5686E-02
-1,1654E-02
-9,0593E-03
-8, 0633E-03
-7,53908E-03
-1,1310E-02
-1,1558E-02
-1,3466E-02
-1,6T22E-02
-2 ,1278E-0Z

w1 (b LR e

0 W0 W00 W D0

IR IR I I IE I

1
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Flel
FlegzZ
Fle3
Flg4
Fle65
Flgea
F1&67
Fl68

=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=

W o

A

R R R R ]

||

B3RS RIRI RS R

]

|

ol

| |
Rd R RS R R
[ BRI R "R R SR R -

2
2
P
F2
2
P
2

2
2

|

|
R RS RS
[PV S
[SRETSRET

[

-2, T106E-02
—-3,4213E-02
—4,2639E-02
—5,2418E-02
—6,3514E-02
—-7,5T36E-0D2
—-8,8619E-02
-1,0130E-01
—-1,1242E-01
-1,2025E-01
-1,2321E-01
-1,2086E-01
-1,1405E-01
-1,0403E-01
—-9,1984E-02
-7,90683E-02
-6, 6288E-02
—5,4392E-02
—4,3821E-02
—-3,4T49E-02
-2, T188E-02
—2,1076E-02
—1,6356E-02
-1,301T7E-02
-1,1124E-02
-1,0304E-02
-1,1912E-02
-1,3322E-02
-1,6139E-02
-1,98956E-02
—2,47T83E-02
-3, 0603E-02
-3, T383E-02
—4,506TE-02
—5,3555E-02
—-6,26T7T6E-02
-7T,2138E-02
—8,1486E-02
—9,0073E-02
-2, T7116E-02
-1,0177TE-01
—-1,0342E-01
-1,0196E-01
-9, T7T7T42E-02
—-9,1302E-02
—8,3240E-02
-7,417TE-02
—6,47T0SE-02
—5,5334E-02
-4, 6462E-02
—-3,8361E-02
-3,1196E-02
-2,50553E-02
—1,95984E-02
-1,6006E-02
-1,3130E-02
—1,166TE-02
-1,1860E-02
-1,4141E-02
-1,7716E-02
—-2,2002E-02
-2, TOODGE-02
-3,2698E-02
-3,90183E-02
—4,58T7T0E-02
—5,3116E-02
-6, 0556E-02
—6, T919E-02
-7,4849E-02
-8,0822E-02
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!
B DR3BS RS R RE R R R R R R RS
LR T R R R VR R PR R PV P PR ]

o hf
[EREN]
S
s L R

FZ46
F247
Fz248
Fz49
F250
FZ251
FZ252
F253
FZ:54
FZ255
F256
FZ257
F2538
F25%9
FZe0
FZz6l
FZez2
FZe63
F264
FZe5
FZea
F267
FZesg
FZe69
F270

L
)
]

I
Bd DR DRI RS ORI RS R RE R RS R RS RS R RS R RS R R R R RS R R

[

-1

AR
-1

-]

1

=]

| -]
CA N R TR TR VR

[

-]

[

-]

A
-]
O 0

|

R R e R R A
[Te T AT T TR w s R s R R R e e R ]
[T RCS B R TR PR S R B

o
8]
[TEpg:]
ot R e

L
8]

FZ2897
F2938
FZ299
F300

—8,5681E-02
—8,8T15E-02
—-&,27683E-02
—8,87T85E-02
—8,593T7TE-02
—&8,1483E-02
—7,5T7T48E-02
—&6,2038E-02
—6,1864E-02
—5,4413E-02
—4, TO3I2ZE-02
—3,9963E-02
—3,3393E-02
—2, T45TE-02
—2,2245E-02
-1,780T7E-02
-1,4141E-02
—1,2094E-02
—1,1360E-02
-1,4247E-02
—-1,8388E-02
—2,3033E-02
—-2,81l86E-02
—3,3T7T11E-02
—3,9598E-02
—4 , 5T724E-02
—5,1953E-02
—5,8111E-02
—6, 39830E-02
—6,2311E-02
—7T,3830E-02
T, T2T73E-02
—-T,2426E-02
—-8,0158E-02
—T7,92454E-02
-7, T388E-02
-T7,4102E-02
—6,9T7T83E-02
—6,46496E—-02
—-S,8218E-02
—5,2824E-02
—4,65T72E-02
—4,0348E-02
—3,4313E-02
—2,8602E-02
—2,3326E-02
-1,8563E-02
—1,4344E-02
—1,1895E-02
—-1,0434E-02
-1,3848E-02
—1,8457E-02
—2,3428E-02
—-2,868683E-02
—3,4082E-02
—3,2608E-02
—<4,5151E-02
—5,0601E-02
—5,5821E-02
—6, 0655E-02
—6,4930E-02
—6, 8472E-02
—T,1124E-02
T, 2T63E-02
—T,3318E-02
T, 2TT9E-0D2
—-T,1136E-02
—6, 83622E-02
—6,5202E-02
—6,1061E-02
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E . R Y I TR S T T RV B &« NS IR O Y S VI S R S e T U IR RS IR I Y S PR S )

oo m

2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
=]
o
5
=]

[FIR ]

F354
F355
F356
F357
F358
F359
F3s0
F3sl
F3az2
F363
F364
F365
F366
F3aT
F3a8
F369
F370

—-5,6347TE-02
—5,1206E-02
—-4,5TE81E-02
-4 ,0201E-02
—-3,4581E-02
—-2,9028E-02
—-2,3647TE-02
-1,8575E-02
-1,3931E-02
-1,1257E-02
-9,1525E-03
-1,3190E-02
-1,8346E-02
-2, 3650E-02
-2,8973E-02
-3,4255E-02
—-3,9449E-02
-4 ,4500E-02
—4,9331E-02
-5,3847TE-02
-5, 7940E-02
—6,1433E-02
—-6,4393E-02
-6, 6540E-02
—6, TE58E-02
—&6,8305E-02
-6, T8T3IE-02
-6, 658TE-02
—6,4501E-02
—-6,1639E-02
—5,8241E-02
—-5,4256E-02
-4 ,98332E-02
-4, 5061E-02
-4 ,0025E-02
-3,4T85E-02
-2,9385E-02
—-2,3866E-02
-1,8316E-02
-1,3078E-02
-1,0224E-02
—6,83947TE-03
-1,2807E-02
-1,87T25E-02
—2,4292E-02
—-2,9559E-02
-3,457TE-02
—-3,9367TE-02
—-4,3914E-02
-4,81380E-02
-5,2102E-02
-5,5607E-02
-5,8614E-02
-6, 1048E-02
—-6,28335E-02
—6,3931E-02
-6,4308E-02
—&6,3954E-02
—6,283393E-02
—6,1159E-02
-5,8805E-02
—5,5894E-02
-5,2497E-02
-4, ,86833E-02
-4,4515E-02
-4 ,0044E-02
-3,5238E-02
-3, 027T0E-02
—-2,4899E-02
-1,39030E-02
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o

-1,2331E-02
-8, 6391E-03

0,0000E+00
-8,35T72E-03
-1,6166E-02
-2,2483E-02
-2,8059E-02
-3,3163%E-02
-3, 7T950E-02
-4,2443E-02
-4, 6639E-02
-5,04383%E-02
-5,3963E-02
-5, 6962E-02
-5,9429E-02
-6,1301E-02
-6,2530E-02
-6,3087TE-02
-6,2961E-02
-6,2162E-02
-6,0719E-02
-5,8673E-02
-5, 6080E-02
-5,29393%E-02
-4,94385E-02
-4,5623E-02
-4,1430E-02
-3, 6944E-02
-3,2153E-02
-2, 6930E-02
-2,1266E-02
-1,4509E-02
-8,2127E-03

)
G | L | L
1
L | Bk

e |

o

F
F

3"™ Malla: La tercera malla de elementos finitos consta de los siguientes parametros

generales y propiedades mecénicas:

2/ mico | mserar  Disefio de pagina  Férmulas  Datos  Revisar  Vista  Programador  Complementos @ - m x
o cortar = - ) = : P E Autosuma - "
g Arial o A a | [ ee| | ajustar texto General - B g I I = S N = I
4a copiar Rellenar -
pegar N & 8 - -] - A ||/ = || | 5 combinary centrar - @ - % o0 %8 | Formato Darformato Estiios de | Insertar Eliminar Formato . Ordenar Buscary
9 coplar formato | Il e =l A - I J v ks I oot el comAabla <X seld - - - 2 BOTAr ™y finrar - seleccionar -
Portapapeles o Fuente = Alineacion = Namera = Estilos Celdas Modiicar
FEEEE |
NNUD - fe| 775
A I B | G D E F G H ] J
1 TITULO PROBLEMAS DE ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL
2
3

4 PARAMETROS GENERALES

5 NUMERO DE NUDOS 775
NUMERO DE ELEMENTOS 1440
NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD POR NUDO 2

&

7

& NUMERO DE NUDOS POR ELEMENTO

9 NUMERO DE DIMENSIONES DEL PROBLEMA
10

11 PROPIEDADES MECANICAS

12 MODULO DE YOUNG

13 RELACION DE POISSON

14 ESPESOR (PARA PROBLEMA PLANO DE ESFUERZOS)

15 TIPO DE PROBLEMA (0=PLANO DE ESFUERZOS , 1=PLANO DE DEFORMACIONES)

32 |PARAMETROS DE DIBUJO

3
2

8,00E+03  kN/m2
0,25

1,00 m

1

Por dafecta

M 4+ M| TB_GEN, TB_XYZ ~TB_ELE ~TB_RES - TB_FUN  TB_FUE <TB_OUT- %J

tisto | £




La figura 4.5 muestra la malla N°3 de elementos finitos, dividida por elementos

triangulares e idealizados de la siguiente manera:

[}&m T 1 KN/m2

05m[ T

12m

| 15m |

Figura 4.5 Malla N°3 de elementos finitos.

Por lo tanto desarrollando el programa, se obtienen que los resultados del vector de

esfuerzos verticales nodales:
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NYY () (775x1)

Fl 4,5985E-04
F2 -1,0510E-03
3 5,4865E-05
F4 &,1095E-04
F5 1,3480E-03
Fa 1, 7970E-03

T 2,2659E-03
8 2,8012E-03
j =) 3,3149E-03

Fio 3,3306E-03

11 1,1625E-03
Flz —8,8145E-03
Fl3 -4, T7403E-02
Fl4 —-2,3045E-01
Fl15 —-6,1243E-01
Fle -7T,2031E-01
F17 —-3,4453E-01
Fisg -5,3778E-02
Fla -1,0604E-02
Fz0O —-2,2720E-03
Fz21 —-2,8268E-05
Fzz2 5,9914E-04
F23 Te2215E-04
F24 &6,5536E-04
F25 4,4T43E-04
Fza -1,7262E-0&6

m

—-9,5460E-04

y

m
N N R R R AR R R AR RN AR TR VR VRN R VR VRN YR VRN R YRR R R R R

—-2,8348E-03

=] -5,3881E-03
F30 3,2157E-03
F31 1,7197E-02
F32 T,4215E-03
F33 -1,0890E-04
F34 —4,9120E-04
F35 —-3,1089E-04
F3a —-2,1357E-05
F37 1,3148E-04
F38 T,367T2E-05%
F39 —-3,3399E-04
F40 —-1,4692E-03
F4al —4,2644E-03
F42 -1,0952E-02
F43 -2, 86935E-02
F44 —6,588B0E-02
F45 -1,6530E-01
F46 —4,1354E-01
F47 —6,1781E-01
F48 —4,5754E-01
F49 —-1,637T4E-0L1
F50 —-3,9411E-02
F51 —-1,4969E-02
F52 —&, TTB5E-03
F53 —-3,3823E-03
F54 -1,8118E-03
F55 -1,0519E-03
Fo6 —-7,3071E-04
F57 -7,3581E-04
F58 -1,0628E-03
F58 -1,6432E-03
Fald -1,7433E-03
Fal 2,6523E-03
Faz2 1,4579E-02
Fe3 Ty2586E-03
Fo4 2,2757TE-03
F&5 —-2,868707TE-03
Faa -1,8510E-03
Fa7 -1,2588E-03
Fad -1,2056E-03
F&ag -1,92067TE-03
F70 —-3,627T0E-03
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-7,0460E-03

F72 -1,3621E-02
FT3 -2,8252E-02
F74 -5,093%E-02
F75 -9,8993%E-02
ETE -1,9122E-01
F77 -3,4724E-01

-4,6212E-01
-3,9186E-01
-2,1933E-01
81 -9, 5206E-02

(=Rt

82 -3,882%E-02
83 -1,7411E-02
84 -8,4313E-03
85 -4,303%E-03
86 -2,2T718E-03

-1,2554E-03
-8,133%E-04
-T7,352T7TE-04
-7, 7726E-04
-2,73892E-04
2,503TE-03
1,1658E-02
3,1614E-03
2,T7T91ZE-03
6,2805E-06
-1,4153E-03
-2,0373E-03
-3,0784E-03
-5,1017E-03
-8, 6T7T85E-03
-1,4758E-02
-2,5021E-02
-4,2362E-02
-7,16089E-02
-1,2003E-01
-1,9585E-01
-2,9538E-01
-3,5857E-01
-3,2135E-01
-2,2120E-01
-1,2916E-01
-&,8870E-02
-3,6l26E-02
-1,9472E-02
-1,0776E-02
-6, 0325E-03
-3,3462E-03
-1,796%E-03
-8,9103E-04
-2,5312E-04
5,9584E-04
2,2285E-03
&, 0048E-03
-3,9852E-04
1,0369E-03
2,1TE81E-0O5
-1,5546E-03
-3,3226E-03
-5,6T46E-03
-9,2329E-03
-1,4T721E-02
-2,3173E-02
-3,61l67TE-02
-5, 6055E-02
-8, 6052E-02
-1,2973E-01
-1,8833E-01
-2,5244E-01
-2,87838E-01

=1 n b LA R D W

W00 W0 W 0w w0

[TERNs]
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Fl141 -2,6607TE-01

Fl4z2 -2,0545E-01
Fl4a3 -1,40%8E-01
Fl44 -8,9379E-02
Fl145 -5,4296E-02
Flae -3,2624E-02
F147 -1,9659E-02
Fl148 -1,1838E-02
Fl49 -7,0149E-03
F1s50 -3,9745E-03
Fi151 -2,0178E-03
Filsz2 -7,0843E-04
F153 2,3935E-04
Fl154 T,9TTTE-04
F155 2,0264E-03
Flsa -3,3743E-03
F157 -1,309%E-03
Fl158 -1,4466E-03
Fils9 -2,94639E-03
Fled -5,4002E-03
Flel -8,8887TE-03
Flgz -1,3844E-02
Fle3 -2,0941E-02
Flg4 -3,1114E-02
Fles -4,5638E-02
Flaa -6, 6137TE-02
F1&67 -9,4371E-02
Fle68 -1,3140E-01
Fleag -1,7541E-01

-2,1740E-01
-2,3814E-01
-2,2438E-01
-1,8594E-01
-1,4077E-01
-9,9707TE-02
-6, T46TE-02
-4,44T72E-02
-2,8928E-02
-1,8620E-02
-1,1780E-02
-7,2104E-03
-4,1614E-03
-2,1943E-03
-1,1402E-03
-1,2333E-03
-1,2853E-03
-5,8083E-03
-3, T38TE-03
-3, 6208E-03
-5,1357E-03
-8,1517E-03
-1,2496E-02
-1,8518E-02
-2,67T47E-02
-3, T7904E-02
-5,2887TE-02
-7,2645E-02
-9, 7865E-02
-1,2822E-01
-1,6096E-01
-1,8909E-01
-2,0173E-01
-1,9268E-01
-1,6722E-01
-1,3503E-01
-1,0306E-01
-7,5354E-02
-5,3437TE-02
-3, T101E-02
-2,5330E-02
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-1,6982E-02
-1,1117E-02
-7,0760E-03
-4,4692E-03
-3,1844E-03
-3,4665E-03
-4,0659E-03
-7, T424E-03
-6,0261E-03
-6,0588E-03
-T7,87T02E-03
-1,1255E-02
-1,6211E-02
-2,2936E-02
-3,1798E-02
-4,3286E-02
-5,7936E-02
-T7,68173E-02
-9,8001E-02
-1,2247E-01
-1,46837TE-01
-1,6623E-01
-1,T7431E-01
-1,6811E-01
-1,5057TE-01
-1,2713E-01
-1,0229E-01
-T7,9156E-02
-5,9402E-02
-4,3521E-02
-3,1258E-02
-2,2037TE-02
-1,5248E-02
-1,0407E-02
-7,2064E-03
-5,5645E-03
-5,666TE-03
-6,3508E-03
-9,2288E-03
-2,081l7TE-03
-8,4903E-03
-1,0643E-02
-1,4403E-02
-1,9772E-02
-2,6880E-02
-3,5954E-02
-4, T2TTE-02
-6,1093E-02
-7, T462E-02
-9,6018E-02
-1,1562E-01
-1,3399E-01
-1,4763%3E-01
-1,5310E-01
-1,48T70E-01
-1,3619%E-01
-1,1873E-01
-9,9294E-02
-&,0131E-02
-6,2883E-02
-4,8131E-02
-3,6081E-02
-2,6552E-02
-1,%9231E-02
-1,3814E-02
-1,0097E-02
-8,01%1E-03
-T7,6955E-03
-8,1729E-03
-1,0326E-02
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F341
F342
F343
F344
F345
F34e6
F347
F348
F349
F350

-9, 7948E-03
—-1,0748E-02
—-1,3282E-02
-1,7371E-02
—2,29394E-02
-3,0234E-02
—-3,8210E-02
—-5,0037TE-02
—&6,2754E-02
-7,7196E-02
-9,2828E-02
-1,0855E-01
-1,2257E-01
-1,3255E-01
-1,3633E-01
-1,3311E-01
-1,2382E-01
-1,1061E-01
—9,5236E-02
—-T7,9463E-02
—-&,4523E-02
-5,1173E-02
-3, 975TE-02
—-3,0335E-02
—2,2803%E-02
-1,7035E-02
-1,2897E-02
-1,0358E-02
—-9,4734E-03
-9,5743E-03
-1,1093E-02
-1,1211E-02
-1,2737TE-02
-1,5675E-02
—-2,0017E-02
-2,57T0E-02
-3,2966E-02
—4,1637E-02
-5,1783E-02
-8, 330TE-02
-7,5925E-02
—8,39060E-02
-1,0175E-01
-1,1282E-01
-1,2003E-01
-1,2283E-01
-1,2041E-01
-1,1343E-01
-1,0311E-01
-9,0795E-02
-7, TT25E-02
—-&6,4887TE-02
-5,2974E-02
—-4,2386E-02
—-3,3341E-02
—2,5851E-02
—-1,5888E-02
—-1,5433E-02
—-1,2454E-02
-1,0%961E-02
-1,0604E-02
-1,1587TE-02
-1,2320E-02
-1,4408E-02
-1,7713E-02
—2,2283%E-02
-2,806863E-02
-3,5097TE-02
—4,3347E-02
-5,2734E-02

175



F351 -6, 3084E-02

F352 -T7,4063E-02
F353 -8,5120E-02
F354 -9,5450E-02
F355 -1,0403E-01
F356 -1,0876E-01
F357 -1,1182E-01
F358 -1,0835E-01
F359 -1,0453E-01
F380 -9,6358E-02
F3el -8, 6360E-02
F3g2 -7,5451E-02
F363 -&6,4415E-02
F364 -5,3852E-02
F3e5 -4,4171E-02
Fiea -3,5618E-02
F367 -2,8318E-02
F3e8 -2,2317E-02
F3e9 -1,7T6Z3E-02
F370 -1,4238E-02

-1,2143%E-02
-1,1316E-02
-1,1852%E-02
-1,3144E-02
-1,5752E-02
-1,9387E-02
-2,4106E-02
-2,9878E-02
-3, 6686E-02
-4,4464E-02
-5, 308%E-02
-6, 2348E-02
-7,1803E-02
-8,1260E-02
-8,9764E-02
-9,6648E-02
-1,0116E-01
-1,0276E-01
-1,0123E-01
-2,86975E-02
-9,0376E-02
-8,2143E-02
-7,2956E-02
-&,3430E-02
-5,4071E-02
-4,5260E-02
-3,T7258E-02
-3,0231E-02
-2,426%9E-02
-1,9416E-02
-1,5682E-02
-1,3048E-02
-1,1761E-02
-1,1252E-02
-1,3T712E-02
-1,6T80E-02
-2,0713E-02
-2,5542E-02
-3,1256E-02
-3, 7808E-02
-4,5111E-02
-5,3016E-02
-&6,1301E-02
-6, 9646E-02
-7, T626E—-02
-8,4T715E-02
-9,0340E-02
-9,3971E-02
-9,5242E-02
-9,4047E-02
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—-9,0554E-02
—-&,5131E-02
-7,8255E-02
-7,0438E-02
—6,2158E-02
—5,3843E-02
—-4,5828E-02
—-3,83T0E-02
—-3,1646E-02
—-2,5T7T2E-02
—-2,0812E-02
-1,6T788E-02
-1,36T3E-02
-1,1938E-02
-1,1901E-02
-1,4058E-02
-1,7517E-02
—-2,1695E-02
—2,86613E-02
-3,2251E-02
—-3,8547E-02
—4,5398E-02
—-5,2651E-02
-6, 0088E-02
-6, T423E-02
—-T7,4293E-02
-8,0282E-02
—8,4958E-02
-8, 7941E-02
-8,89T75E-02
-8, T990E-02
-8,5101E-02
-8,0568E-02
—-7,47T4944E-02
—-6,8012E-02
-6, 0T7T58E-02
—-5,3328E-02
—-4,6018E-02
—3,9062E-02
-3,2638E-02
-2,88T73E-02
—2,1844E-02
-1,7583E-02
-1,40T72E-02
-1,2038E-02
-1,1733E-02
-1,4212E-02
-1, T7998E-02
—-2,2383E-02
-2, T73T1E-02
—-3,2928E-02
—-3,8982E-02
—-4,5424E-02
—-5,2103E-02
-5,8818E-02
—&6,5315E-02
—-7,1224E-02
-T7,6424E-02
—-&,03T8BE-02
—-8,28T75E-02
—-8,3738E-02
—8,2908E-02
-8,04T75E-02
-T7,8625E-02
—-T,1618E-02
—&,5T755E-02
-5,8336E-02
—-5,2648E-02
—4,5944E-02
—-3,89434E-02
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F4395
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F520
F521
F522
F523
FS24
F525
F5Z6
FS27
F528
F529
FS530
F531
F532
F533
F534
F535
F536
F537
F538
F539
F540
F541
F542
F543
FS544
F545
F546
FS547
F548
F549
F550
F551
F552
F553
F554
F555
F556
F557
F558
F559
F560

—-3,328TE-02
—2,T632E-02
—2,2554E-02
-1,8098E-02
-1,4259E-02
—1,1942E-02
-1,1466E-02
-1,4203E-02
-1,8263E-02
—-2,2826E-02
-2, T87T4E-02
—3,3355E-02
-3,91%1E-02
—4,527T2E-02
—5,1456E-02
-5, 7561E-02
—6,3362E-02
—-&6,8633E-02
-7,3089E-02
—-7,68485E-02
-7,8615E-02
—7,9345E-02
-7,8632E-02
—-7,6554E-02
—-7,3232E-02
—-&6,8870E-02
—-&6,3T7T00E-02
—5, T963E-02
—-5,1832E-02
-4, ,57T02E-02
—3,957TTE-02
—-3,3674E-02
-2,8115E-02
—2,299TE-02
-1,8376E-02
-1,426%9E-02
—1,1743E-02
-1,1109E-02
-1,4053E-02
—-1,8353E-02
—-2,3078E-02
—2,8184E-02
—-3,3600E-02
—3,9245E-02
-4,5012E-02
-5, 0771E-02
-5, 6364E-02
-6, 1606E-02
-6, 6293E-02
-7,0216E-02
-7,3180E-02
—-7,502TE-02
-7,5653E-02
-7,5044E-02
—-7,3230E-02
-7,0322E-02
-6, 84T71E-02
—-6,18360E-02
—5,6681E-02
—-5,1125E-02
-4, 537T0E-02
—3,957T4E-02
-3,387TE-02
—-2,8396E-02
—2,3231E-02
-1,8460E-02
-1,4123E-02
—-1,1440E-02
-1,0665E-02
-1,38300E-02
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FSel -1,8315E-02

F5az2 —-2,3201E-02
FS&63 -2,8368E-02
F5&4 -3,3731E-02
F565 —3,920TE-02
Foee —4,4693E-02
F5&7 —-5,0094E-02
F5a8 —5,5255E-02
F5e9 -6, 0029E-02
F&5T70 —-6,4248E-02
F571 -6, TT46E—-02
F572 -7, 0368E-02

-T7,13994E-02
—T,2548E-02
-7, 2008E-02
-7,040TE-02
-6, TE2TE-02
—-6,4387TE-02
-6, 0232E-02
—-5,5515E-02
—-5,0392E-02
—4,5008E-02
—-3,59497E-02
—-3,3975E-02
—2,8550E-02
—-2,3325E-02
-1,8398E-02
-1, 3860E-02
-1,1046E-02
-1,0126E-02
-1,345TE-02
-1,8207E-02
—-Z,32653E-02
-2,8487E-02
—-3,3812E-02
—-3,9133E-02
—4,4378E-02
—4,9453E-02
—5,4245E-02
—-5,8626E-02
—-6,24960E-02
—&6,5612E-02
—&, T962E-02
—-6,9412E-02
-6, 9905E-02
—6,9424E-02
-G, T93E-02
-6, 56TSE-02
—&6,25T75E-02
-5,8797TE-02
—5,4463E-02
—-4,9719E-02
-4,4663E-02
-3,9407E-02
—-3,4045E-02
—2,8662E-02
—-2,3355E-02
-1,8248E-02
—-1,348TE-02
-1,0562E-02
—-9,4T745E-03
-1,3065E-02
-1,8103E-02
-Z,33531E-02
-2, 8646E-02
—-3,3905E-02
-3,8068E-02
—4,4073E-02
—4,8863E-02
-5,3328E-02

179



-5, T7T3T1E-02
—6,0881E-02
-6, 3T48E-02
—&6,5874E-02
-6, T183E-02
-6, TE2TE-0Q2
—&6, T193E-02
—6,5903E-02
—&6,38B0TE-02
—&6,0983E-02
—5, TS24E-02
—5,3535E-02
-4,9116E-02
—4,4362E-02
—3,9355E-02
-3,41539E-02
—-2,8826E-02
—2,3425E-02
-1,308TE-02
—-1,3035E-02
—-9,974TE-03
-8, 6806E-03
—1,2620E-02
-1,810T7E-02
—2,35539E-02
—-2,8890E-02
-3,40860E-02
—3,9046E-02
—4,3816E-02
-4,83319E-02
—5,24853E-02
—5,6228E-02
—-5,9456E-02
—-6,2080E-02
—6,4019E-02
—-6,5209E-02
-6, 561l3E-02
—6,5220E-02
—6,4046E-02
—-6,2136E-02
—5,9552E-02
—5,63T73E-02
—-5,2685E-02
—-4,8572E-02
-4,4113E-02
—-3,936TE-02
-3,43T72E-02
—2,9142E-02
—-2,36T4E-02
-1,3044E-02
-1,2551E-02
-9,2603E-03
-7,67T52E-03
—-1,2460E-02
-1,83T70E-02
—2,3994E-02
—2,9223E-02
-3,4310E-02
-3, 9073E-02
—4,3583E-02
-4, TBO3E-02
—5,1680E-02
—5,5144E-02
-5,81139E-02
—6,0528E-02
—6,2303E-02
—-6,3382E-02
—6,3T62E-02
—6,3404E-02
—-6,2333E-02
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1 -6, 0585E-02
2 -5, 8215E-02
3 -5, 5288E-02
4 -5,1881E-02
=) -4, 8062E-02
8 -4, 389TE-02
7 -3, 9436E-02
—-3,4TO0E-O2
—-2,96T73E-02
0 —-2,42T7TE-02
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2 —-1,2155E-02
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-5, 0866E-02
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4.3 Validacion de los ejercicios de aplicacion en el programa, con la ecuacion de
Boussinesq: Al finalizar el calculo respectivo en las 3 mallas de elementos finitos, se
analizara los esfuerzos verticales de Boussinesq, en la seccion donde finaliza la carga en
toda la profundidad del suelo, tanto con el programa y con la ecuacion resuelto por
Terzagui y Carothers (**), quienes dieron las formulas que proporcionan los distintos

esfuerzos, para el caso de esfuerzos verticales la ecuacion resulta:
Oyy = P (a + sena cos2p)
yy — Jii

Donde:

d, —  Distancia medida desde del inicio de la carga p, hasta el lugar donde se desea

calcular el esfuerzo vertical Tyy.

d, —  Distancia medida desde el final de la carga p, hasta el lugar donde se desea

calcular el esfuerzo vertical g,,,.

di=Jx+b)?2+»?  ;  dy=yJ(x—b)2+»)?

a« —  Angulo formado entre los lados d; y d,, en [rad].

a = cos™ ! di+d; —(2xb)
2*d1*d2

5 - Angulo formado con la vertical y el lado d,, en [rad].

5 =tag™? (x _ b)
y

f -  Angulo formado con la vertical y la recta que forma % con el lado d,, en [rad].

a
,B—5+E

(**): Juarez Badillo — Rico Rodriguez, Tomo 2 Teoria y Aplicaciones de la Mecénica de

Suelos Pagina 28.
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La Figura 4.6 muestra las variables presentes en las anteriores ecuaciones:

» X

Figura 4.6 Distribucion de esfuerzos bajo una carga rectangular de longitud infinita.

Los célculos de los esfuerzos verticales de Bousinesq por la ecuacion de Terzagui y

Carothers se presentan a continuacién, comparandolos con los valores calculados con el

programa para cada malla de elementos finitos:

Malla N°1 - Boussinesq:

Nudo y(m) x(m) a/(rad) S (rad) P (rad) sena  cos 2B _ﬂ

25
41
57
73
89
105
121
137
153
169
185
201

1

W0 A~ W

e e =
[ I R ]

0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5

0,78540
0,46365
0,32175
0,24498
0,19740
0,16515
0,14190
0,12435
0,11066
0,09967
0,09066
0,08314

0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000

0,39270
0,23182
0,16088
0,12249
0,09870
0,08257
0,07095
0,06218
0,05533
0,04983
0,04533
0,04157

0,70711
0,44721
0,31623
0,24254
0,19612
0,16440
0,14142
0,12403
0,11043
0,09950
0,09054
0,08305

0,70711
0,39443
0,94868
0,97014
0,98058
0,98639
0,98995
0,99228
0,99388
0,99504
0,99589
0,99655

0,40915
0,27491
0,19791
0,15288
0,12405
0,10419
0,08973
0,07876
0,07016
0,06324
0,05756
0,05281

0,32217
0,23928
0,18173
0,14335
0,11720
0,09900
0,08615
0,07703
0,07051
0,06576
0,06201
0,06130

21,26
12,96
8,18
6,23
5,52
4,98
3,99
2,20
0,50
3,83
7,19
13,86
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Profundidad "y" (m)

Distribucion de Esfuerzos Verticales

01 0,2 0,5

=@=Malla N°1

== Boussinesq

-10

-12

-14

Esfuerzo "o,," (KN/m?)

Distribucion de Esfuerzos: Malla N°1 — Boussinesq.

Malla N°2 — Boussinesq:

Nudo ¥(m) x(m) «afrad) &(rad) B (rad) senat  cos 2B -E

48
79
110
141
172
203
234
265
296
327
358
389

1

W 0o =l N W

[P
[T

05
05
05
05
05
05
05
05
05
05
05
05

0,78540 0,00000 0,39270 0,70711 0,70711 040915  0,37463
0,46365 0,00000 023182 044721 0,89443 027491  0,26499
0,32175 0,00000 0,16088 0,31623 094868 0,19791  0,19232
0,24498 0,00000 0,12249 0,24254 097014 015288  0,14879
0,19740 0,00000 0,09870 0,19612 0,98058 0,12405  0,12086
0,16515 0,00000 0,08257 0,16440 098639 0,10419  0,10196
0,14190 0,00000 0,07095 0,14142 098995 0,08973  0,08879
0,12435 0,00000 0,06218 0,12403 099228 0,07876  0,07945
0,11066 0,00000 0,05533 0,11043 099388 0,07016  0,07278
0,09967 0,00000 0,04983 0,09950 0,99504 0,06324  0,06787
0,09066 0,00000 0,04533 0,09054 0,99580 0,05756  0,06395
0,08314 0,00000 0,04157 0,08305 099655 0,05281  0,06296

8,44
3,61
2,83
2,67
2,57
2,13
1,05
0,87
3,60
6,82

10,00

16,13
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Distribucion de Esfuerzos Verticales

0 T T T T 1
({) 0,1 0,2 0,3 0,5

=¢=—Malla N°2

== Boussinesq

Profundidad "y" (m)

-10

-12

-14

Esfuerzo "o,," (KN/m?)

Distribucion de Esfuerzos: Malla N°2 — Boussinesq.

Malla N°3 — Boussinesq:

Nudo y(m) x(m) afrad) &(rad) P (rad) sena.  cos 2B -E

79 1 05 078540 0,00000 0,39270 0,70711 0,70711 040915  0,39186 4,23

141 2 05 046365 0,00000 023182 044721 089443 027491 026607 3,21
203 3 05 032175 0,00000 0,16088 031623 094868 0,19791  0,19268 2,64
265 4 05 024498 0,00000 0,12249 024254 097014 0,15288  0,14870 2,73
327 5 05 019740 0,00000 0,09870 0,19612 0,98058 0,12405  0,12041 2,93
389 6 05 0,16515 0,00000 0,08257 0,16440 0,98639 0,10419  0,10128 2,79
451 7 05 04190 0,00000 0,07095 0,14142 098995 0,08973  0,08799 1,94
513 8 05 0,12435 0,00000 0,06218 0,12403 0,99228 0,07876  0,07864 0,15
575 9 05 0,11066 0,00000 0,05533 0,11043 0,99388 007016  0,07201 2,57
637 10 05 0,09967 0,00000 0,04983 0,09950 0,99504 0,06324  0,06719 588
699 11 05 0,09066 0,00000 0,04533 0,09054 0,99589 0,05756  0,06340 9,22
761 12 05 0,08314 0,00000 0,04157 0,08305 0,99655 0,05281  0,06127 13,81
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Distribucion de Esfuerzos Verticales

0 T T T T !
J) 0,1 0,2 b 0,5

=@=Malla N°3

== Boussinesq

Profundidad "y" (m)

Esfuerzo "o,," (KN/m?)

Distribucion de Esfuerzos: Malla N°3 — Boussinesq.

Se puede apreciar en la grafica la distribucién de esfuerzos verticales, que en los tres casos
de las mallas de los elementos finitos son semejantes a la distribucion de esfuerzos de
Boussinesq por la ecuacion de Terzagui y Carothers para cimentaciones continuas a medida
que la proundidad va aumentando, sin embargo son mas proximos en tanto y en cuanto la

discretizacion se cada vez mas finita.

Para dar validez la convergencia de los resultados en las 3 mallas de elementos finitos, se

muestra a continuacion en un solo gréfico las 3 graficas juntas respectivamente:

Distribucion de Esfuerzos Verticales

0 T T T T )
0 e 05

¢— Malla N°1

== Malla N°2

Malla N°3

Profundidad "y" (m)

Esfuerzo "o,," (KN/m?)

Distribucion de esfuerzos de las 3 mallas de elementos finitos.
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En conclusion, los resultados obtenidos para la distribucion de esfuerzos verticales en el
suelo, convergen en las tres mallas de elementos finitos y se pudo dar validez de la
confiabilidad y eficiencia que tiene el programa, al demostrar la semejanza entre valores
calculados por el programa y el contorno de esfuerzos verticales de Boussinesq por la

ecuacion de Terzagui y Carothers para cimentaciones continuas.

En la parte de anexos se tiene la distribucion de esfuerzos verticales para los tres tipos de

mallas de elementos finitos, dibujado con el programa AutoCAD Civil 3D Land Desktop.
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5. LIMITACIONES, USOS, CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

5.1 Limitaciones: las limitaciones que presenta este programa de analisis estructural a

cddigo abierto son las siguientes:

X/
L X4

X/
L X4

En el programa no se puede ingresar datos de momentos aplicados, puesto que el
momento aplicado no es un hecho fisico como tal, sino debe entenderse como un

par de fuerzas.

En el ingreso de datos al programa, las fuerzas de superficie deben ser

exclusivamente distribuidas uniformemente, con una altura de carga constante.

El programa solo permite ingresar datos de las componentes de fuerzas que estén
contenidas en el plano de estudio y no asi aquellas componentes de fuerzas que

esten fuera del plano.

El programa solo permite un tipo de apoyo, aquel que pueda restringir el

movimiento en una de las direcciones del plano.

El programa no cuenta con el pre proceso, el cual genera la malla de elementos
finitos y el post proceso que genera las graficas de los resultados, solo cuenta con el

proceso, es decir, solo opera la parte analitica del método del elemento finito.

5.2 Usos: la aplicacion que tiene este programa en el escenario del andlisis estructural es el

siguiente:

X/
L X4

Este programa ha sido creado, para hacer el andlisis estructural de cualquier tipo de
solido, que goce de las condiciones de un material lineal, homogéneo e isétropo en

una condicion plana de esfuerzos y de deformaciones.

Este programa también es aplicable a aquellos solidos los cudles presenten una
seccion variable, debido a que la matriz de rigidez creada en el programa es la
matriz de rigidez del medio continuo, por lo tanto se podra analizar el s6lido sin

importar la geometria que presente.
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5.3 Conclusiones: Las conclusiones al finalizar este trabajo de investigacion son las

siguientes:

X/
L %4

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

El método de los elementos finitos es simplemente una técnica numérica, el cual nos
permiten convertir una ecuacion diferencial en derivadas parciales en un sistema de

ecuaciones lineales.

Es el método mas utilizado y exacto en la actualidad para el analisis estructural,
pero que cobra real importancia cuando es escrito en un lenguaje de programacion,

para nuestro caso en Visual Basic con un entorno Excel por su versatilidad.
Nos permite hacer un analisis en todo el continuo del solido.

Se puede evidenciar que el elemento finito triangular lineal, es el que se acomoda
mejor geométricamente que los demas, para la discretizacion de cualquier solido sin
importar la geometria que tenga, otra razén por la que se optd por este tipo de
elemento, es porque los esfuerzos y deformaciones dentro del elemento finito son

constantes lo cual hace mas simple su analisis.

Se pudo evidenciar la versatilidad que tiene este programa de elementos finitos en
una condicion plana de esfuerzos y deformaciones para el solido elastico, puesto
que es aplicable en cualquier escenario y tipo de problema a calcularse bajo las

condiciones mencionadas.

Se logro dar validez, de la confiabilidad y eficiencia que tiene el programa al
demostrar la semejanza entre valores calculados por el programa y el contorno de
esfuerzos verticales de Boussinesq por la ecuacion de Terzagui y Carothers para

cimentaciones continuas.

5.4 Recomendaciones: Las recomendaciones de este trabajo de investigacion son las

siguientes:

X/
°

Aproximar la solucion del problema elastico, aumentando el numero de elementos

finitos.
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X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

En aquellos lugares donde exista cambio brusco de seccion, y concentracion de

esfuerzos, es necesario hacer mas finita la malla de elementos finitos.

Generar un programa, el cudl permita construir las funciones de forma del elemento
finito triangular, es decir, ver en forma grafica las interpolaciones de los esfuerzos y

deformaciones.
Generar un programa, que construya la malla de elementos finitos tipo triangulo.

Usar este programa en aplicaciones didacticas, como una herramienta en las

materias teoricas de elementos finitos y afines.

No modificar el formato que tiene el programa, y solo se pueda seleccionar el tipo

de elemento finito.
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