1. ANTECEDENTES

1.1. Problema.

La interpretacion fisica es responsable del nacimiento del método de los elementos
finitos y de su réapida y extendida difusion en la Mecanica Estructural en las décadas
de los 60 y 70. Actualmente, se visualiza como un procedimiento para obtener
aproximaciones numéricas de la solucion de un problema definido con gran eficiencia

y comodidad para el usuario.

Debido a esto se hace necesaria una herramienta informatica didactica a codigo
abierto con en el cual el usuario pueda obtener soluciones mas exactas y de mayor

convergencia.

1.1.1. Planteamiento del problema. —

La inexistencia de una herramienta informatica didactica a codigo abierto utilizando
el elemento finito bilineal isoparamétrico, orienta a realizar procedimientos de célculo
mediante programas que presenten resultados sin previa verificacion, ni participacion
del usuario o realizar estos procedimientos mediante otro tipo de elementos finitos
que a una densificacion mayor de la malla puede alejar o diverger de la solucion

exacta con una menor convergencia de un hecho fisico determinado.

1.1.2. Formulacion. —

Entre la diversidad de métodos propuestos y de mayor aceptacion para determinar
esfuerzos y deformaciones de una estructura bidimensional sometida a cargas
estaticas, utilizando un lenguaje de programacion adecuado se presentan los

siguientes métodos: analisis matricial, diferencias finitas y elementos finitos.

1.1.3. Sistematizacion. —



De los métodos anteriormente mencionados el elemento finito isoparamétrico

bilineal de cuatro nodos es el que mejor se acomoda a las exigencias planteadas.

1.2. Objetivo.

1.2.1. Objetivo General.

e Formular un elemento finito bilineal isoparamétrico de 4 nodos, con

aplicaciones en problemas de elasticidad bidimensional.

1.2.2. Objetivo Especifico.

e Determinar los esfuerzos y deformaciones ubicados en los puntos de Gauss
del elemento finito bilineal isoparamétrico, sometido a fuerzas estaticas, bajo
un estado plano de esfuerzos o de deformaciones, considerando que el
material es elastico, lineal e isotropo.

e Satisfacer las condiciones de convergencia que garanticen que a medida que
se utilicen mas elementos para modelar un sélido, la solucion se aproxime
mas a la exacta.

e Validar los resultados obtenidos a través de soluciones analiticas
preestablecidas, como con el programa comercial ANSYS.

e Proporcionar a alumnos de grado el conocimiento necesario para comprender
el funcionamiento del método de los elementos finitos y sus aplicaciones.

e Generar una linea de investigacion en métodos numéricos computacionales

empleando el lenguaje de programacion MATLAB.



1.3. Justificacion.

1.3.1. Teorica.

Mediante este proceso de andlisis se desea enriquecer y profundizar los
conocimientos del método de elementos finitos para obtencion de esfuerzos y

deformaciones aplicando un lenguaje de programacion.

1.3.2. Metodoldgica.

Para lograr el cumplimiento de los objetivos de estudio, se acude a la formacién de un
programa informéatico a codigo abierto aplicando el elemento finito bilineal
isoparametrico, que expresa una solucién mas correcta y de mayor convergencia en

elasticidades bidimensionales.

1.3.3. Préctica.

La investigacion propuesta busca llegar mediante una herramienta informética a una
mayor convergencia con resultados mas exactos al momento de obtener esfuerzos y

deformaciones aplicando el método de los elementos finitos.

1.4. Alcances.

1.4.1. Planteamiento.

Al aplicar el elemento finito bilineal isoparamétrico de cuatro nodos puedo obtener
esfuerzos y deformaciones en un plano de cualquier sélido sometido a cargas
estaticas siendo estas cargas no perpendiculares al plano en estudio sino paralelas ya

que se analizara de manera bidimensional. Esta herramienta informéatica puede ser



modificada debido al codigo abierto con el que se va crear el programa siempre que el

usuario tenga conocimiento de los procedimientos de calculo que se estan realizando.

1.4.2. Hipotesis.

Se alcanza, una solucién mas exacta y de mayor convergencia al momento de
densificar la malla mediante la aplicacion del elemento finito bilineal isoparamétrico,

en un lenguaje de programacion del MATLAB.

1.4.3. Alternativas.

Los diferentes métodos por los que se pueden obtener los esfuerzos y deformaciones

aplicando un lenguaje de programacion son los siguientes:

e Formulacion del elemento finito triangular lineal.

Una clase de elemento finito que como figura representativa utiliza el triangulo, este
elemento a medida que se va densificando la malla converge lentamente en

problemas de flexion

e Formulacion a través de las diferencias finitas.

En la solucion de diferencias finitas los puntos nodales son los Unicos puntos en los
que se define la solucion, ademas su formulacion es estrictamente matematica, pues
no incorpora ninguna consideracion fisica, méas alla de algunas caracteristicas fisicas

(el mddulo de Young) y geométricas (momento de inercia).

e Formulacion a través del analisis matricial.

El andlisis matricial es uno de los métodos méas aplicados al momento de obtener
esfuerzos y deformaciones en estructuras discretas, la matriz de rigidez con la que

trabaja este método debe ser reformulada para cada estructura en particular.



e Formulacion del elemento finito bilineal isoparamétrico.

Esta formulacion hace posible generar elementos que son de lados no rectangulares o
curvos, el término isoparamétrico significa “iguales parametros”, dado que tanto los
desplazamientos como las coordenadas pueden ser interpretados a partir de valores
nodales, este tipo de formulacion genera elementos que satisfacen todas las

caracteristicas necesarias para la convergencia.

1.4.4. Resultados por lograr.

Herramienta informatica generada mediante el elemento finito bilineal isoparamétrico
bajo un lenguaje de programaciéon MATLAB que cumpla todas las condiciones de
convergencia y llegue a soluciones més exactas al momento de densificar el

enmallado del solido bidimensional.



2. ESTADO DEL ARTE.

2.1. Analisis Tensorial.

“El concepto de tensor debe entenderse de manera general como la transformacion de
un espacio en si mismo”. Muchos fenémenos fisicos se representan matematicamente
mediante Tensores, los cuales, por necesidad son representados en un sistema de
referencia, de este modo surge el concepto de componentes del tensor. Si bien los
tensores son independientes del sistema de referencia, los componentes seran

dependientes y variaran con este.

2.1.1. Componentes de un tensor.

De manera general expresamos un vector con “n” componentes, definido

matricialmente como se muestra a continuacion:

Parai = 1,2, ...n.

Dimension o rango

Donde el niimero de componentes tensoriales (N°c) esta definido como:

N°c, =dFf
Definiendo a:
d - Dimensién o rango.
P - Orden del tensor.

En consecuencia, calcular el nimero de componentes tensoriales implica establecer la

dimensién del problema como el orden del tensor.



2.1.2. Convenio de suma de Einstein.

Se denomina convenio de suma de Einstein a la convencidn utilizada para abreviar la
escritura de sumatorios, el convenio se aplica solo a sumatorios sobre indices
repetidos, esta notacion de suma fue introducida por Albert Einstein en 1916, dando

origen asi a la notacion indicial.

De esta forma esposible expresar la representacion simbdlica de un vector, como una

suma.:

3
A=in*ui=A=xi*ui=xj*uj - conli,j =123
i=0

Segun el convenio de suma o Notacidn de Einstein, se utiliza indices repetidos para

indicar suma.

2.1.3. Notacidn indicial

Utilizando notacion indicial los ejes de los sistemas de coordenadas son designadas
por la letra x con un subindice. Por eso x; no representa un unico valor, sino i
valores, es decir xq, x5, x3 (si i =1,2,3) donde estos valores (x;, x,, x5 )

corresponde respectivamente a los ejes (x, y, z).

AZ A Xs

<y

X1

Figura 2.1.1: Sistemas de coordenadas (x,y,z) y (x4, x5, x3).



Expresando el vector A mediante sus componentes en el sistema de coordenadas

(x,y,2), resulta:
A= Aguy + Ayuy + A,u,

El mismo vector A también puede representarse en el otro sistema de coordenadas,

como:
A= Ajuq +Ayu;, + Azug
Donde:
(ux, Uy, uz) y (uq, uy, u3) - Componentes del vector unitario u.

Un subindice en el término de una expresion sélo puede aparecer una o dos veces. En

el caso de que aparezca tres 0 mas veces, entonces la expresion es incorrecta.

Los subindices se denominan de 2 formas:

e indices mudos. — Son los subindices que se repiten en una expresion

indicando suma.

e indices libres. — Aquellos que sélo aparecen una vez en el término de la

expresion. EI nimero de subindices libres indica el orden del tensor.

Los tensores pueden ser clasificados segin su orden de la siguiente manera:

e Tensor de ordencero — Escalar (no tiene indices libres).
e Tensordeordenuno —  Vector (un indice libre).

e Tensor de ordendos —  Matriz (dos indices libres).

Por lo tanto, los componentes de un vector en un espacio tridimensional podemos
representarlo de la siguiente forma:
a

a; = |az coni,j=1,23
as



Ejemplos.
A continuacién, se desarrollan una serie de ejercicios basicos, con el objetivo de

reescribir en notacion indicial las siguientes expresiones.

1.
6 = a;by +ayb, + azbs
Solucion:
6 =a;b; = a;jbj = ayb, coni,j =123
2.
Y = a1X1X3 + AyX,X3 + A3X3X3
Solucién:
Y = aqiX;xX3 = aQpXpxz conli,j =12,
3.
a11% + 12X, + Ai3x3 = by
Az1%1 + A2X3 + Az3X3 = by
az1X1 + azpx; + azzxz = bs
Solucién:

a11%; + a12%; + ag3%3 = by
Az1X1 + Az2X; + Ay3X3 = by

asz1X; + azyXx, + Az3x3 = by

aljx]‘ = b]_
azjxj = bz
a3ij = b3

aix; = b; coni,j=1,2,3



2.1.3.1. Delta de Kronecker.

En matematica, el delta de Kronecker es una funcion de dos variables, su simbolo
representativo 6;; o también conocido como operador de sustitucion, definimos de la

siguiente manera:

bij
0 si i#]
Si lo anterior lo exponemos de forma explicita obtendremos:
€161 €361 €364
8ij = ejej = [9132 €267 6392] coni,j =123

€163 €e3 €363

De esta manera verificamos que se cumple que el Delta de Kronecker es igual a la

matriz unidad, por lo tanto:

1 0 0
;=0 1 0 —  Matriz Unidad
0 0 1

En la presencia del simbolo Delta de Kronecker reemplazamos el indice repetido, tal

y como se indica a continuacion.
5l-jaj = Q;

Por esta razdn, el Delta de Kronecker es llamado operador de sustitucion.

Ejemplos.

A continuacion, se desarrollan ejercicios que involucran a este operador de

sustitucion y son los siguientes:

1. 6110.] = q;
2. 6iink = A]k
3. 8ij6;i =08 =8 =811+ 8, +83;3=1+1+1=3
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4, 6jiaji =Qa; = a” = aqq + (25 + as3s3

5. 60(1605)/6)/1 =0641001 =611 =1

2.1.3.2. Simbolo de Permutacion

En el calculo tensorial, el simbolo de permutacion o tensor de Levi-Civita g, viene

definido como:
(+1 si (,},K) € {(1,2,3);(2,3,1);(3,1,2)}
Ejjk = 4 —15si(,j,k) € {(1,3,2);(3,2,1); (2,1, 3)}

0si i=j)o (G=Kk)o(i=k)

—

Si expresamos el simbolo de permutacion en funcion de la Delta de Kronecker

(operador de sustitucion), obtenemos:
gijk = Elmn6li6mj5nk

El simbolo de permutacion también es definido en notacién matricial como el

siguiente determinante:

611 62i 631
€jjk = 511' 521' 531’
O1k Ok O3

Por lo tanto, podemos expresar el producto &jepq, COMoO el producto de dos

determinantes que definimos a continuacion:

511' 521’ 531’ 6117 61q 51r
= 51j 52j 63j 521) 62q 82r
61k 52k 63}( 63p 63q 63r

sijkqur

Si tenemos en cuenta que dadas dos matrices cuadradas se cumple que:

det(AB) = det(A)det(B)

11



Entonces esta relacion resulta ser:

511’ 521‘ 531‘ 5111 5161 51r
= 51j 62] 63j 62p 52q 621'
k 63k 53p

€ijkE€pqr
S1k 6 03 O3y
Oip Oiqg Oy
EijkEpqr = 6j 6j 6]
Skp  Okq  Okr

Observemos que el término &;,, fue obtenido a través de la operacion:
61i01p + 62i0,p + 83i03p = 811i6np = Oy

Anéalogamente podemos obtener el resto de los términos.

Para el caso particular en el que r = k la relacion puede expresarse como:

Eijkequ = 6l'p6jq — 6iq6jp con i,j, k,l = 1,2,3

2.1.4. Operaciones con Tensores.

2.1.4.1. Diadicas.

La diadica es un caso particular de un tensor de segundo orden. El producto diadico
es el producto tensorial (®) entre dos vectores que tiene como resultado un tensor de

segundo orden, esta definido como:

A= Q7
Ajj = Wv;
Tensor «——— A = Ajje; Q ¢;

—

Componentes Vectores Base

12



Un tensor de orden n esta definido de manera compacta, como:
A= Ai,j, n el- ® e]- ® ...en
n indices n factores

Donde:

X - Producto tensorial o producto externo.

2.1.4.2. Producto entre tensores

Dentro de las operaciones entre tensores de cualquier orden, Utiles en la mecanica del

medio continuo, existe el producto exterior y el producto interior.

A continuacion, se resumen algunas de estas operaciones:

» Producto externo o tensorial entre un vector y un tensor.

El producto externo o producto tensorial entre un vector y un tensor queda expresado

tal que:

C=aQ®B

Donde:
a=a;e; - Vector.
B = B;j(e; x ¢)) - Tensor de segundo orden.
De manera compacta es posible expresar como:
C=Cjrle; Qe Q ex)
Y en notacidn indicial a través de:

Cijk = a;Bij

13



> Producto exterior o tensorial entre dos tensores

El producto exterior o tensorial entre dos tensores queda definido como:

D=AQB
A=A4(e; ® ¢) - Tensor de segundo orden.
B =By (e), Q ¢;) - Tensor de segundo orden.

D =Dijri(e; Qe ® ex Q e)
En notacion indicial dicho tensor queda definido de la siguiente forma:
Djjki = AijBr

En particular, el producto exterior entre dos vectores corresponde al producto diadico

definido anteriormente.

> Producto interior o contraido.

A continuacion, se desarrollan los productos interiores o contraidos de los siguientes

tensores:

Tensor de orden uno (Vector) por tensor de orden uno (Vector) queda como resultado

un tensor de orden cero (escalar).
A= uv; - i contrae

Tensor de orden uno (Vector) por tensor de orden dos (Matriz) queda como resultado

un tensor de orden uno (Vector).
C=aB
C; = a; Bj; - [ contrae

Tensor de orden dos (matriz) por tensor de orden dos (matriz) queda como resultado

un tensor de orden dos (matriz).

14



Dy = A;jBjy - J contrae

» Producto doblemente contraido

El producto doblemente contraido presenta como simbolo de operaciona (:) y (), a

continuacién, se desarrollan algunos ejemplos béasicos.

Tensor de segundo orden (matriz) doblemente contraido por un tensor de segundo

orden (matriz) que da como resultado un tensor de orden cero (escalar):
C=A~-B=A:B
C = AijBj;
Tensor de cuarto orden doblemente contraido por un tensor de segundo orden
(matriz) que da como resultado un tensor de orden dos (matriz):
B=D-A=D:A

Bij = DijiiAw

0ij = Cijri€r

2.1.4.3. Derivada con tensores.

Sea F (xq,x9, ...... , X,) una funcién de n variables numéricas, (x4, x5, ..., X;;) SUS

coordenadas cartesianas, entonces su diferencial total queda definido como:

Definiendo notacién:

15



Entonces, el diferencial total en notacion indicial queda definido como:
df = f, dx;
En la misma ldgica, la siguiente derivada se expresaria:

= Ajj ki
A

La derivada un tensor de orden uno respecto de si mismo, da como resultado un

tensor identidad de segundo orden, de la forma:

axi

Ahora si efectuamos la derivada de un tensor de segundo orden respecto de si mismo,

da como resultado un tensor identidad de cuarto orden, de la forma:

Ey 8irSji = ik ju

La traza de un tensor de segundo orden queda definida como la suma de las

componentes de su diagonal principal, es decir:

tr(A) == A11 + AZZ + -+ ATlTl

Expresado en notacion indicial:

tr(A) = Akx conk =1,2,...,n

Por la tanto, la derivada de la traza de un tensor de segundo orden respecto de si

mismo, resulta:

B(Tr(A)) aAkk
EYN = 9AL = 816km = Oim = Iim

Finalmente, para determinar la derivada parcial de la traza al cuadrado de un tensor

respecto a él mismo, resulta:

16



2.1.

d(TrA%)  0(AuAw) 04y 0Aix

_f, kL g O
Y 94 kA, T ga
0(TrA?)
A - A 1:6k16im + A 161 6km = AiSim + AkiSrm
0(TrA?) T
oA = Amit Am =24 = 24

4.4, Tensor métrico.

Lo primero que debemos saber sobre cualquier sistema de coordenadas es como

medir la longitud en ese sistema de referencia, esta informacién esta dada por el

tensor meétrico.

Un diferencial

Donde:
X1, X2, X3

04,0,,03

de longitud en un espacio tridimensional puede expresarse asi:

X3

X2

X1

Figura 2.1.2: Longitud en un sistema de referencia.

- Sistema de coordenadas cartesianas.

- Sistemas de coordenadas generales.

Por lo tanto dicho diferencial puede ser escrito como:

O en notacion

ds? = dx,? + dx,? + dx3?
indicial:

ds? = dx;dx; coni =123

17



ds? = &;;dx’ dx’ (1.1)

Considerar un espacio euclidiano tridimensional, con el rango de todos los indices 1,
2, 3. Sea:

gi = ei(xli X2, X3)

Una transformacion admisible de las coordenadas rectangulares cartesianas x;, X, x3

a un sistema de coordenadas generales 6,, 8,, 65. La transformacién inversa:
Xi = Xj (91' 921 93)
dxt = 2% ggk (1.2)
20y '
Sustituyendo la ecuacion (1.2) en la ecuacion (1.1), resulta:

ds? = &;;dx;dx; = dx'dx’

ds? = (ﬁdek) (ﬁdem)

00, 00,
dx; 0x;
2 _ L t kggm
ds 36, 36, do*de
Definiendo notacion:
axi axi o
Jim(01,05,05) = FYRET - Componentes del tensor métrico.
k m

En consecuencia, el diferencial de longitud queda definido como:
ds? = gy dOKdO™

La expresion anterior expresa de manera general como determinar un diferencial de
longitud cuando se pretende pasar de un sistema de coordenadas cartesianas a un

sistema de coordenadas generales.
Esto, por supuesto, significa lo siguiente:

ds? = gy, dO*dO' + gy, dO*d6? + gi3 dO*dO3

18



ds? = gy, (dOY)? + g,, d61dO? + g5, dO1dO3 + g,, dOYdO? + g,,(dO?)?
+ g3, d02dO3 + g3 dOYdB3 + g,53 dO?dO3 + g55 (dO3)?

Lo cual conduce a que el tensor métrico es un tensor simeétrico:
— 4T — —
9=9 = YIkm = Imk
Por lo tanto:

_ 6xl- axi _ axi axi _
Gkm = 50,96, ~ 36, 06,  Imk

Ahora si definimos un nuevo sistema de coordenadas generales 6,, 65, 85, el

diferencial de coordenadas generales anterior queda definido como:

90
dok = —X 49!
00,

En consecuencia, el diferencial de longitud puede ser escrito como:

00, 00,, -, -
ds? = ——d6'do"
> T 9km 50 30,
320, 006,, o
—_— = 0 ) 9 ’0
Ikm 28, 36, gin (61, 03,653)

Finalmente:
ds? = g,,d0'dom

La expresion anterior expresa como determinar un diferencial de longitud cuando se
pretende pasar de un sistema de coordenadas generales a otro sistema nuevo de

coordenadas generales.

Ejercicio de aplicacion:

A continuacion, se desarrolla el siguiente ejercicio de aplicacion, el cual pretende

determinar el tensor métrico en coordenadas cilindricas.
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La relacién entre las coordenadas cartesianas y las coordenadas cilindricas es la

siguiente:
X =x; =71 cos6
y = Xx, =1 senf
Z=X3=72Z

Entonces, definiendo la notacién de coordenadas generales, la relacion anterior queda

definida de la siguiente manera:
X, = 04 cos0,
X, = 04 senf,
X3 = 03
Sabemos que:

_ axl- axi
Gkm = 50,30,

Por lo tanto:

0xy 0x; 0xy 0x, O0xz 0x3
Ikm = + +
20, 06,, 00,00,, 00,00,

gdi11 Y12 Y13
921 Y922 Y23
931 Y932 Y33

Ikm =

Obtenemos, lo siguiente:

_ 0x10x;  O0x;0x;  0x30x3
911 = 59,96, " 96,00, " 26, 06,

g11 = (cosB,)(cosB,) + (senb,)(send,) + (0)(0)

g11 = c0s?0, + sen?f, = 1
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0xy 0x; 0x,0x, 0x30x3
922 = + +
26,00, 06,00, 06,00,

_ 2
o2 =T

0xy 0x; 0x,0x, 0x30x3
933 = + +
003005 005005 00500,

g33 = (0)(0) + (0)(0) + (65)(65)

g3z = (93)2 =1

Desarrollando, obtenemos que los deméas gy, son cero; por lo tanto, el tensor métrico

(dispuesto como matriz) resulta:

La distancia medida en las coordenadas cilindricas es la siguiente:
ds? = (d81)? + r2(d6?)? + (d83)?

ds? = (dr)? + r?(d6)? + (dz)?

Donde:
Jrm - Tensor métrico covariante.
ghkm - Tensor Contravariante o conjugado.

En consecuencia, existe una relacion:

| gsem
Gk - Matriz de cofactores de gym.-
lgimll = Determinante de gym.
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Ik 9m

Donde:

=y

-

Ikm = GkGm

Bases covariantes del tensor métrico.

or

gk=a_9k

Vector posicion.
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2.2. Descripcion del Esfuerzo.

2.2.1. Vector Tensién

Considerando la existencia de fuerzas actuantes en el interior de un cuerpo, sea P un
punto en la posicion X? ocupado por una particula y S una superficie definida por un

vector unitario normal a ella n, la cual contiene a P, como lo ilustra la Figura 2.2.a.

gl

n

>

Figura 2.2.1: Particula en el interior de un sélido y contenida en una superficie de

normal n.

El vector tension puede definirse como:

M — im — —
T A 55 = s

dF;
ds

n) —
L

La cual es funcion de la posicion y la direccion normal a la superficie, representado

de la siguiente manera:

T™ = f(XP,n)
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XP - Posicion.
n - Direccioén.

T™ no necesariamente coincide con la normal a la superficie 7 .

Figura 2.2.2: Vector posicion.

2.2.2. Postulados de Cauchy.

Sea T un vector tension que actda en un plano de normal n sobre el punto material P

en el interior de un cuerpo, se establecen los siguientes postulados.

1¢" Postulado de Cauchy.

Indica que el vector tension T depende de la ubicacion del punto material X? y del

vector unitario normal al plano donde actua n, es decir:

TO = 7T (XP), 1)

X® - Posicion relativa cambiante en el tiempo relacionado con el estado de

deformacion.

n — Vector normal al plano de la superficie de analisis.
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240 postulado de Cauchy.

Establece que para un mismo punto material P, el vector tension actuando en el plano
normal n es igual y de sentido contrario al vector tensién actuando en el plano normal

-n, por lo tanto:

TO((X®,n) = T (xP), —p)

Equiﬁbrio

A continuacion, se muestra en un grafico dicho postulado:

Figura 2.2.3: Segundo Postulado de Cauchy.

2.2.3. Componentes del esfuerzo.

Se denomina componente de esfuerzo g;; a la componente en la direccion del eje x;

del vector tension T asociado a un plano cuya normal es paralela a x;, es decir:

T, = gy
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k - Indica el plano donde actla la fuerza, direccion normal al plano de analisis.

i — Indica la componente de la fuerza.

AX3
O1n2 O1t
033
G O13
02
O Os1 .
O)
02 13
o
: On
Ou I
On O3
X1
033

Figura 2.2.4: Componentes del esfuerzo.

Ordenando las componentes de esfuerzo actuantes en las superficies 1, 2, 3, en un

matriz cuadrada:

Componentes de esfuerzo

1 2 3
Superficie normal a x; 011 012 O3
Superficie normal a x, Oy1 Oy Oy3
Superficie normal a x3 031 O3 O33

Las componentes oy;, 0, " o033 Se denominan esfuerzos normales. Las
componentes gy, 013, 021, 023, 031 ™ 03, Se denominan esfuerzos tangenciales o de

corte.
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2.2.4 Formula de Cauchy.

Conocidas las componentes del esfuerzo a;,; se puede conocer el vector tension 7™

actuante en cualquier superficie con normal n de componentes n,, n,, ns.

Considerando un tetraedro formado por tres superficies paralelas a los planos
coordenados y una normal al vector unitario n de &rea dS, definido de la siguiente

manera:

Tl(n)

T}(ﬂ) T (n)

Figura 2.2.5: Componentes del esfuerzo en un tetraedro.

Los cosenos directores pueden expresarse como:

cosa =ny
cosf =n,
COSy = ns

Ademas, se debe cumplir que:
cos?a + cos? B+ cos?y =1
n?+n2+n2=1
Cuyo vector unitario normal a la superficie es:

n=mnyy +Nalp + N3pi3
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b X3
Tll

¥

X1

Figura 2.2.6: Vector tension.

Donde:

dV = éhds - Diferencial de volumen.

Fyq1 = x;dV - Fuerza por unidad de volumen.
F¢; = F1dS - Fuerza de superficie.

Asi también existe una relacion entre las superficies del tetraedro, definido como:
dS; = dS cosa = dSn,
dS, = dS cosp = dSn,
dS; = dS cosy = dSn,

Donde:

n., Ny "ng - Cosenos directores del vector 7.

Garantizando el equilibrio de traslacion en el elemento diferencial, dan como

resultado las siguientes ecuaciones:

ZFXl =0

_011d51_0-21d52_0'31d53 + xldV + Tl(n)dS = 0
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1
_011d/§n1—021¢n2—031d/én3 + x4 §h(/5 + Tl(")c;/é =0
Para h —» 0
Tl(n) = —0,1N1—0,,Ny—03, N3

De igual manera en las otras direcciones, resulta:

EF.X'Z :0

mn _
T,"" = —012n1 =052, —0321N3

n _
T3V = —013Nn1—0,3N,—033N3

Estas tres ecuaciones de equilibrio pueden resumirse usando la notacion indicial de la

forma:

n) _
Ti = O'jinj
La expresion anterior se la conoce como el tensor de Cauchy.
0j; - Tensor de esfuerzos.

n; - Vector normal a la superficie.

La formula de Cauchy asegura que las nueve componentes de tension oj; son
necesarias y suficientes para definir el vector tensidén en cualquier elemento de

superficie o sea que el estado de tension en un cuerpo esta caracterizado por oj;.

2.2.5 Simetria del tensor de esfuerzos.

En esta seccion se presenta el equilibrio dado por la fuerza y el momento resultante

en el medio continuo como en un punto material.

Se considera un cuerpo en equilibrio si la fuerza y el momento resultante alrededor de

un punto especifico son iguales a cero.

29



l O13
N
ESJP /""“Az
Gll 13
012._%____. Ne .__;. On
Gl3 4 =

X
A =

Figura 2.2.7: Cuerpo en equilibrio.

Definiendo notacion:

Al = dxlde
Az = dxldx:.g
A3 = dxzdx3

El momento resultante alrededor del eje x, resulta:
Z Mle = 0
(03241)dx3 — (02342)dx; =0
0'32dx1dx2dx3 - 023dxldX3dx2 = 0

032 = 033
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El momento resultante alrededor del eje x,, resulta:

ZMxZM = 0

(01343)dx; — (03141)dx3 =0
0-13dx2dx3dx1 - Ugldxldedx3 = 0

013 = 031

El momento resultante alrededor del eje x5, resulta:

ZMXgM = 0

(01243)dxy — (02142)dx, = 0
0'12dx2dx3dx1 - 0'21dx1dx3dx2 =0

012 = 021

Estas tres ecuaciones de equilibrio pueden resumirse usando la notacion indicial de la

forma:
Jji = Oij
Simetria del tensor de esfuerzos

011 012 013
oj; = |021 022 033 - Matriz de componentes de esfuerzos.
031 032 033

De acuerdo a lo anterior la matriz de componentes de esfuerzos en un sistema
coordenado especifico es igual a su traspuesta y se puede escribir de la siguiente

forma:
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En conclusion, el tensor de tensiones es aquel que nos permite determinar todos los
posibles valores de esfuerzos en un punto material cualquiera del sélido elastico en
funcién al plano de corte. Es una matriz simétrica porque se cumple las leyes de la

estatica para cualquier punto material del sélido eléstico.

2.2.6 Componentes principales de esfuerzos y direcciones

principales.

7

TO

N\

N

\

\

\

-

7

Plano Principal

AN

Figura 2.2.8: Vector tension en un plano principal.

Un vector tension que actta en un punto P y sobre un plano de normal n, en general
no es paralelo al vector n. Sin embargo, existe un plano especial de normal n, para el
cual un vector tension actia en la misma direccion de n. Por lo tanto, el vector

tension T se puede expresar como un escalar ¢ multiplicando por tal vector normal

unitario, es decir:

Tin = aﬂn] =on;
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gjinj —an; =0
O']ln] — 06ijnj =0
(05 — 08ij)n; = 0
o]

i — 00 - Para que ésto no tenga solucion trivial necesariamente su

determinante debe ser igual a cero.

|gji — 06y = 0

En notacion matricial y recordando la simetria del tensor de esfuerzos la

ecuacion anterior se reescribe como:

011 —0 012 013
021 022 — 0 023 =0
031 032 033 — 0

(011 — 0)[(022 — 0) (033 — 0) — 023032] — 012[021(033 — 0) — 031023

+ 013[02103, — (02, — 0)031] =0

Tal determinante da como resultado una ecuacién cubica para ¢ denominada

ecuacion caracteristica del tensor de esfuerzos de la forma:
_~3 2 _ _
0°+1Lo“—Lo+13=0

Los coeficientes de la ecuacion cubica I;,1,,1; se conocen como el primer,

segundo y tercer invariante del tensor de esfuerzos y se expresan:

11 = tT(O'U) = 011 + 0'22 + 0-33 == O-kk
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N

1911 U12| 022 023| |011 U13|
021 022 032 033 031 033

1 2
12 = E{(traij) — tT'O'ijz}

1 2 2 2 2
I, = E{(Un + 027 + 033)° — (0117 + 022 + 033%)}

1
I, = E{(O-kk)z — 005}
011 012 013
I3 =021 022 033

031 032 033

13 = det(O'l‘j)

Resolver la ecuacion caracteristica implica determinar los valores de esfuerzo

las cuales son los esfuerzos principales, por lo tanto:
01
_0-3+110-2_120—+I3=0 0-2
03
Donde:
01,0,,03 = Esfuerzos principales.
Ademas:
o1 = max{oy, 05, 03}

o, €loy,05,03] V o0<0,<o03

o3 = min{ay, 03, 03}

Cada valor principal de esfuerzos esta asociado a una direccion principal definida por

un vector propio normalizado.
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Figura 2.2.9: Esfuerzos principales.

Para calcular las componentes del vector orientado en la direccién principal se

sustituye el valor del esfuerzo principal en las siguientes ecuaciones:

(1) [011—0 012 013 ny
(2) 021 O, — 0 023 nyl=0
3) 031 032 033 — 0] [ng

Ademas de estas ecuaciones, se recurre a la condicion de normalizacion de los

vectores principales expresada como:

4 ()?+ M)+ (1) =1

Estas ecuaciones para encontrar los vectores n;,n, y n; tienen q ser linealmente
idependientes.

Si los valores principales son distintos las direcciones principales son mutuamente

ortogonales. o, # g, # a3 obtendremos nq,n,, n; .
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En cambio, si dos o tres valores principales son iguales, las expresiones anteriores se
siguen cumpliendo pero los ejes principales dados por los vectores nq,n, y n; no

estaran definidos de forma Unica.

Si dos valores principales son iguales, por ejemplo si ; = g, # a3, el vector n; esta
definido, mientras que los vectores n, y n, corresponden a cualquier vector unitario
ortogonal a n5. Por otro lado si los tres valores principales son iguales, es decir g; =

o, = 03, todo vector unitario es un vector propio del tensor de esfuerzos.

Los vectores base principal son vectores unitarios mutuamente ortogonales en

direccion de los ejes de un sistema de cooordenadas rectangulares cartesianas.
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2.3. Descripcion de la Deformacion.

En la formulacion de la mecanica del continuo la configuracién de un cuerpo sélido
estd descrita por un modelo matematico continuo cuyos puntos geométricos son
identificados con el lugar de las particulas materiales del cuerpo. Cuando un cuerpo
es continuo cambia su configuracion bajo alguna accién fisica, imponemos la

suposicion de que el cambio es continuo, las vecindades cambian en vecindades.

2.3.1. Tipos de descripcion.

Sea un sistema de coordenadas a,, a,, as para que un punto P de un cuerpo en un
cierto instante de tiempo sea descrito por las coordenadas a;(i = 1,2,3). En un
instante posterior de tiempo, el cuerpo se mueve (deformado) a una nueva
configuracion; el punto P se mueve a Q con coordenadas x;(i = 1,2,3) con respecto a
un nuevo sistema de coordenadas x4, x,, x5 los sistemas de coordenadas a4, a,, a; y
X1, X3, X3 pueden ser curvilineos y no necesitan ser iguales, pero ambos describen un

espacio Euclidiano.

t=t, t=ty+t

P
{04,02,03) {xy, x5, x3) Xy
Deformado

No deformado

94 Xy

Descripcion material o Lagrangeana Descripcion Espacial o
Euleriana

Figura 2.3.1: Deformacién de un cuerpo.
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El cambio de configuracién del cuerpo se asumira como continuo, y se supone que la
transformacion de puntos (mapeo) de P a Q es uno a uno. La ecuacion de la

transformacion se puede escribir como:

x; = X;(ay,ay, az) (3.1)

Que tiene una inversa unica:

a; = a;(x1, %7, x3) (3.2)

Por cada punto en el cuerpo. Las funciones x; = f(aq,a,,a3) Yy a; = g(xq, x5, x3) S€

asumen que son continuas y diferenciables.

2.3.2. Definicion del tensor de deformacion.

Nos ocuparemos de la descripcion de la deformacion del cuerpo, con el estiramiento
y la distorsion del cuerpo. Si P,P,P” son tres puntos vecinos que forman un
triangulo en la configuracion original, y si se transforman en puntos Q,Q,Q  en la
configuracion deformada, el cambio en el &rea y los angulos del triangulo esta
completamente determinado si conocemos el cambio en la longitud de los lados. De
manera similar, si se conoce el cambio de longitud entre dos puntos arbitrarios del
cuerpo, la nueva configuracion del cuerpo estard completamente definida, excepto
por la ubicacion del cuerpo en el espacio. En las siguientes discusiones nuestra
atencion se centrard en la deformacion del cuerpo, porque la deformacién esta
relacionada con el esfuerzo. La descripcién del cambio en la distancia entre dos

puntos del cuerpo es la clave del analisis de la deformacién.
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a,

X2

Figura 2.3.2: Cambio de la distancia entre dos puntos del cuerpo.

Considerar un elemento de linea infinitesimal que conecta el punto P (a4, a,, az) con
un punto vecino P (a; + da', a, + da?, a; + da®). El cuadrado de la longitud ds,

de PP’ en la configuracion original viene dado por:

ds§ = a;jda‘da’ (3.3)

Donde a;;, es el tensor métrico para el sistema de coordenadas a;.

Cuando P, P" se deforma en los puntos Q(xy, x5, x3) Y Q (x; + dx*, x, + dx?, x5 +

dx?3), respectivamente, el cuadrado de la longitud ds del nuevo elemento es:

ds? = g;;dx‘dx’ (3.4)

Donde g;; es el tensor métrico Euclidiano para el sistema de coordenadas x;.

Las ecuaciones (3.3) y (3.4), pueden escribirse como:

dse? = ay 3922 gyl dxm (3.5)
l m
O

ds? = g;; %=L dg'da™ (3.6)
l m
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Reescribiendo la ecuacion (3.6):
2 _ 0% 0%p 4 i, j
ds® = gap 2a; 9a; datda (3.7

Restando miembro a miembro las ecuaciones (3.7) y (3.3), resulta:

ds? —ds,> =g ax“aﬂdaidaj — a;;datda’
@B aai aa] H
0x OXﬁ . ,
ds? — dsn? = 2P _ a.ldddad’
S So Igaﬁ 3a; 94, aul atda

Definimos el tensor de deformacion:

1 0xq 0xp
Eij =3 [gaﬁ a_a[:aT,- - aij] (3.8)

El tensor de Green (El-,-) calcula la deformacion en cada instante y punto material, ya

sea que el comportamiento del sélido elastico sea lineal o no lineal.

Reescribiendo la ecuacion (3.5):

2 _ . 0ag0% i, j
dso” = aup ox; 9%, dx'dx (3.9

La diferente entre las ecuaciones (3.4) y (3.9):

aaaaﬂdxidxj

ds? — dsy” = gyjdx‘dx) — Gap G 7%

da,da .
dsz—dsz=l —a,p—2 "B dxida
0 9ij ap axi aJCj

Definamos el tensor de deformacion:

1 day0dag
ey =390 — aup G250 (3.10)

e;j = Tensor de Deformaciones de Almansi.

De modo que:

ds? — ds,”* = 2E;;dx‘dx’
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ds? — ds,” = 2e;;dx‘dx’

Los tensores E;; y e;; son obviamente simétricos.

Eij = E]L A el-j = eﬁ

2.3.3. Tensor de deformacion en coordenadas cartesianas rectangulares.

Utilizamos las mismas coordenadas cartesianas rectangulares para la configuracion

original, y deformada del cuerpo.

O3, X3

Ty, X2

01, Xy

Figura 2.3.3: Tensor de deformacion en coordenadas cartesianas rectangulares.

9ij = 6ij = aj
En este caso el tensor métrico es extremadamente simple ya que en coordenadas

rectangulares los tensores se convierten en el Delta de Kronecker &;;.

Definiendo el vector desplazamiento en sus componentes:
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u; = XxX; —a, i = 1, 2,3 (311)

Reescribiendo la ecuacion (3.8), resulta:

219%f 3a; aal aa] ~

Reemplazando la ecuacién (3.11) en (3.8), resulta:

1 dxq 0xp
By = 2[00 22 5 (3.12)

De la ecuacion (3.11).

dx, d du, OJa,
%, = g M T ) =Gt 50
Oxqg _ Oug
- - = % + 84 (3.13)
Ug = Xp —ap
0x dug Oda
B _ ( YuB B
B ug + ag) = —2 + —2
axj B9 da; 0da;
oxp _ Oup .
2%, ~ 94, + 8p; (3.14)

Reemplazando la ecuacién (3.13) y (3.14) en la ecuacion (3.12), se obtiene:

1 aua E)uﬁ
El-j:E 6aﬁ<a_(1,i+6ai> a_Clj+6Bj _6ij

1 I <6ua dug U,

au

1 aua 6u5 6 6
By =5 |\3a 5, 5 *+ 1% g, “ ¥ SuiSup o % C ¥ 80i8pj8ap | — 81
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du,

E

1|/0u, du, dug
ij =5

£ 1 auaaua+8uj+6ui+§/ 9/
b 2 aaj aa] aai aa] H Y

1 ouj Ou; Oug,Odu,
b 2 Oai aa] aa] aa]

E;; —  Tensor de Green en coordenadas rectangulares.
Siguiendo la misma logica:

Qg = Xg — Ugy

ap = Xp — Up
da, 0 ( )_axa Ju,
axi - axi Xa Ua) = Oxi axi
dag duy,
6xi T 6xl-
aaﬁ 6ua,g

ox, 8T ox

El tensor de la ecuacion (3.10).

1 da aaﬁ
eij =3 [gij — Qqp a_a:a_x,- (3.15)

1 ou, dug
€j =5 8ij = Oap <5ai _6_xl> 8pj — a_x]

B L
H axi ax] Oxi ax]

2
eij - Tensor del Almansi en coordenadas rectangulares.
Utilizando notacién compacta:

X1, X2, X3 - X,Y,Z

a—aja—aj+ B 94, + 04 aaj + 6ai6aj> - 5ijl
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a a,az - ab,c
Up Uy, U3 = u,v,w

Tenemos los términos siguientes:

1|0w; Ou; Ou, du,
Y 2 Oai aa] aa] aa]

1 ouj 0du; Ouy0u; 0Ju,0u, Ousdus

b 2 6ai aa] aa] aa] aa] Oa] aa] aa]l
1[ou; ou, (aul)z (6u2>2 (au3)2
Eyo == —2) 4 (=
a2 [6a1 + da, + da, + da, * da,
g 1 [ou N ou N <au>2 N (617)2 N (aw>2
2" 210a  da \da da da

_1p0u, | 0y N du, 0uq N du, 0u, Jdus 6u3]
@~ 210a, ' da,  da,da, da,da, 0da,da,

5 _1 6v+6u+6u6u+6v6v+6waw
ab = 219a  db ' 0adb  0dadb da db

Si las componentes del desplazamiento du; son tales que sus primeras derivadas son

tan pequefias que los cuadrados de las derivadas parciales de du; son insignificantes,
entonces:

&j = By =ej =5

1 Ouj aui
2

axi ax]
g;j = Tensor de deformacion infitesimal de Cauchy.

En notacion compacta:

1wy auz] _Ou;  Ou
G = ox, " ox,l ~ 9x,  ox

110w, auz] _Ouy  0v
‘v =3 dx, 0x,] 0dx, Ody
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110us aul] _Ouz _ Ow

€22 =73 dxs  0x,] 0x3 0z

_ 1[0u, ow] 1f[ov N au]
Cay = &yx =3 [0x,  dx,l  2lox * ay

_ _1[dus  O0wy] 1f[0v N ou
Cax = €z = G0 T oxs)  2lox T 0z

_ _1[0uz  Oduy]  11ow N dv
b2y = €yz = 0x,  dx3l 2loy oz

En el caso de desplazamientos infinitesimales, desaparece la distincion entre tensor

de deformacion Lagrangeano y Euleriano, entonces es irrelevante si las derivadas de

los desplazamientos son calculadas en la posicion de un punto antes o después de la

deformacion.

u
ox
110u OJv
2lay Tox
110u oJdw

eij i

215z ox

10u oJdv 110u Jdwil
ﬂ@*& 216z * ox
v 10v ow
ay 2loz "3y
10v ow ow
216273y 3z

Matriz de deformaciones infinitesimales.

A continuacidn, se establece la relacion entre las seis componentes del tensor de

deformacion infinitesimal, las cuales deben satisfacer un estado de deformaciones

fisicamente admisibles.

ou
Exx = a
ow
€72 = E
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v

Eyy

dy
_6u+6v
V"y—ay 0x
_6u+6W
Yez =52 7 ox
_6v+6W
Yvz =3, dy

En un formato matricial:

i 1 1
Exx E Yxy 2 Vxz
|1 1
€ij > Yyx  Eyy > Vyz
1 1
[ Vzx E Yzy €22
Yxy - Angulo de rotaciéon o deformacion angular (x A y).
Exx - Deformacion longitudinal o deformacioén normal (x A x).

2.3.4. Interpretacion geométrica &,,.

Supongamos un sistema de referencia X, y, z cartesiano ortogonal. Elemento de linea
paralelo al eje x (dy, = d, = 0)
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YA
u u+du=u+a—udx
0x
———

—>
—>
—p ———» >

A dx B X

Figura 2.3.4: Deformacién longitudinal.

Expresando la diferencia de longitudes:

ds? — ds,* = 2e;;dx‘dx’
ds? — dsy® = 2&,, (dx)(dx)
ds? — dsy® = 2¢&,,(dx)?

(ds + dsg)(ds — dsg) = 2&,,(dx)?

Si ds = dx y se trata de pequefias deformaciones ds = ds, por lo tanto:

285y (dx)z _ iexx (dx)é

ds = dso = dx +dx ~  RdxX

ds — dsg = &x,dx

ds — ds,
o = T

- Cambia de longitud paralelo al eje x.
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2.3.5. Interpretacion geometrica de &,y 0 ¥y.

YA v+dv=v+g—vdy

9

U

A dx

Figura 2.3.5: Deformacion angular

De la figura se tiene las siguientes relaciones trigonométricas:

dv
v
! v % 9
B
dy
au gt
_____ ] du taga=a=d—z=—a;(=£
dx
Ademas, se observa que:
du O0Ov
y=a+pf= a + @
Por lo tanto:
_ (6u N 617)
Yoy = \ox dy
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Donde:

Yy - Deformacion angular (x A 'y).

2.3.6. Gradiente de Deformacion.

El tensor gradiente de deformacién contiene informacion sobre el movimiento, sin

embargo, no es una medida de la deformacidn, por lo tanto, se expresa:

ox; .
Fj=<= - Jacobiano.
6aj
a . . -,
a%- —  Tensor Gradiente de deformacion.
]

Expresando los tensores de deformacion (E;;) y (e;;) en funcion del Gradiente de

deformacion, se obtiene:

1[ dx, 0xp 5 l

H 2 B aai 6a] Y

_1[%%_ ]
ij

E:.. =—
Y 2 aai aa]

1
Eij = 5 [FgiFp; — 6]

E;j = %[FﬁiFﬁj —&;j] -  Tensor de Green en funcion al Gradiente de

deformacion.

Ademas, se expresa que:

_ da; . .
(F Dy = 4 - Gradiente de deformacion inverso.

6xj

Expresando los tensores de deformacion (E;;) y (e;;) en funcion del Gradiente de

deformacion inverso, se obtiene:

da, dag
el-j = 5[611 - 6aﬁ a—xla—x]
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e = % 6 — (F ) (F7))]

eij = %[61-,- —(F5)(F%;)] - Tensor de Almansi en funcion al Gradiente

de deformacion inverso.

2.3.7. Relacion entre tensores de Green y Almansi.

Figura 2.3.6: Relacion entre los tensores de Green y Almansi.

En consecuencia, la relacion existente entre ambos tensores se expresa de la siguiente

manera:
Eij = FyiFjjeij

Relacion entre e;; A Ejj

ejj = (Fik)_l(F}l)_lEkz

2.3.8. Deformaciones principales &;;.

En vector deformacidn que actda en un punto P y sobre un plano de normal n, en
general no es paralelo al vector n. Sin embargo, existe un plano especial de normal n,

para el cual un vector deformacion actda en la misma direccién de n. Por lo tanto, el
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vector tension ™ se puede expresar como un escalar e multiplicando por tal vector

normal unitario, es decir:
gt = ¢ginj = eny
giny —en; =0
giinj —edym; =0
(& — £8)n; = 0
gj; — €6;; — Paraevitar la solucion trivial su determinante debe ser cero.
|gji — 26y = 0

En notacion matricial y recordando la simetria del tensor de deformaciones la

ecuacion anterior se reescribe como:

€11 — € €12 €13
€21 &2 — € €23 =0
€31 €32 €33 — €

Tal determinante da como resultado una ecuacion cubica para e denominada ecuacién

caracteristica del tensor de deformaciones, de la forma:
_83 +11€2 - 128 +I3 = 0

Los coeficientes de la ecuacion cubica I4,1,, I5 se conocen como el primer, segundo

y tercer invariante del tensor de deformaciones y se expresan:

Il = TT(SL‘]‘) = &1 + Eoo + E33

€11 512| |€22 523| |311 513|

I =|
2 €21 €22 €32 E33 €31 €33

€11 &2 €&13

I =det(e;) = |21 €22 €23
€31 €32 €33
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Resolver la ecuacidn caracteristica implica determinar los valores de deformacion las

cuales son los esfuerzos principales, por lo tanto:

_83 + 1182 - 128 + 13 = O 82

Donde:

€1,&,&3 —  Deformaciones principales.
Ademas:

g, = max{e,, &, &3}

g =cle, &, &3] V< < g

&3 = min{glr &y, 83}
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2.4. Ley Generalizada de Hooke.

La ley de Hooke puede expresarse como o = E¢ obtenida a través de traccion
unidireccional. Sin embargo, los estados de esfuerzo en un punto de un solido
tridimensional hacen necesaria una extrapolacion del caso unidireccional al

tridimensional.

Figura 2.4.1: Cuerpo sometido a estado de esfuerzos tridimensionales.

Se supondra un punto de un solido sometido a un estado de tensiones principales

tridimensionales y se aplicara superposicion de efecto de los resultados.

1. Se considera solo la accion de o;, entonces el cubo se alargara en la direccién
principal 1y al mismo tiempo, por efecto Poisson, se acortara en las otras dos

direcciones.
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\\\

0_11?‘50

022 = 033 =10
011 #0
Figura 2.4.2: Cuerpo sometido al esfuerzo en la direccion 1.

El alargamiento en la direccion 1 se expresa como:

011

011 = 55111 - 5111 = ? (4.1)

Y el decremento en las direcciones 2 y 3 debido a o;, Se expresa como:

gy = —velyy
€11 €11 \
'35 = —vegq
gly,, = —vely = —v% (4.2)
glyy = —vely = —v% (4.3)

2. Se considera solo la accion de a,,,entonces el cubo se alargard en la

direccion principal 2 y se acortarden 1y 3.
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>

Figura 2.4.3: Cuerpo sometido al esfuerzo en la direccion 2.

Alargamiento en la direccion 2:

022

O = E€?5; — €25y = —- (4.4)
Decremento en las direcciones 1 y 3:
2 2
fu_f33_
€255 €%
022
8211 = _VSZZZ = —V—:" (4‘5)
E
8233 = _V% (4‘6)

3. De igual forma para g33.

0, #0

| i 0-22#:0 0-11=O-33=0
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Figura 2.4.4: Cuerpo sometido al esfuerzo en la direccion 3.

Alargamiento en la direccion 3:

O
— 3 3 _ 33
o33 = E€”33 > ¢ 33 = (4.7)
Acortamiento en la direccion 1y 2:
3 3
Eu_fa2_
e33 &1
€31, = —veds, = —v I8 (4.8)
11 — 33 — E .
033
8322 = _V? (4‘9)

Aplicando el principio de superposicion:

_ 1 2 3
€11 =& 11T E 11 T €11

011 022 033
(":11 = ? + (_V_) + (_V_)
011 022 033

T Ve TVE

A 033 # 0
1
|
|
|
|
| /]
r/,' ‘
/s |
o 0'33 :pt 0
et
‘ i % 011 = 0-22 = 0
| Ny
i Ve
| VA
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€11 = E (011 — vOp; — V0O33)
Haciendo lo mismo:
_ 1 2 3
Exp =& pp +Epp T €7

&2 = E (022 — VO — VO33)

Y finalmente:
_ o1 2 3
€33 = €733 T €733 T €733
1
€33 = E (033 — V01, — VOy3)
En resumen:

1
€11 = E (011 — VO, — VO33)

1
&2 = E (022 — VO — VO33)

€33 = 5(033 —V0oy; — VOy3)

Despejando las componentes de esfuerzo:

_ E
U T A0 —2v)

[(1 —v)erq + veyy + vess)

~ E
%22 = ¥ 01— 2v)

[ves + (1 —v)ey, + vess]

_ E
93 = 1)1 -2v)

[ver, +vep + (1 —v)ezs]

012 = GY12
013 = GY13
023 = GYa3
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Expresando en notacién indicial:

_ vE 54 E
%0 T A+ v)(1 = 2v) FKOU T ) U
v 1+v
€ij = ~ 5 Okdij + 0y

Donde el mddulo de corte, numéricamente es igual a:

G-t
21 +v)
Donde:
G - Madulo de corte.
v - Coeficiente de Poisson.
E - Modulo de elasticidad.
2.4.1. Constantes de Lamé.
Las constantes de Lamé estan definidas por:
vE

A= a2

_E
T 2(14+v)

G
Donde:
A —  Coeficiente Lambda.
G — Mddulo de corte.
Expresando el esfuerzo en notacion indicial en funcion a las constantes de Lamé:

O-ij = Agkké‘ij + ZGSU

o - Tensor de esfuerzos 29° con las constantes de Lamé.
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2.5. Planteamiento del problema Elastico lineal.

2.5.1. Ecuaciones de equilibrio interno o ecuacién de Cauchy.

Se plantea el equilibrio en un prisma de caras paralelas a los planos coordenados

considerando la variacion de los esfuerzos de una cara a la otra. Se supone que las

tensiones varian en forma continua en el interior del cuerpo.

033

31
O23

O11

Figura 2.5.1: Equilibrio interno en un cuerpo.

2
011 + 62111 dxy
60'12
0'12 + —dxl
dx,
d0y3
043 + o dx;
1
O1
O12 -
¥4
1= N
O
dXz

Figura 2.5.2: Equilibrio interno en la direccion x;.
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Garantizando el equilibrio de traslacion en la direccién x4, resulta:

doy4 do3q
(_011 + 0-11 + ax dxl) dedX3 + <_0-31 + 031 + ax dxl) dxlde
1 3
60-21
+ <_0-21 + 0-21 + del) dxldx3 + xl(dxldxde3) = 0
2
doyq d03q 00,5,
o dxldxfz/dx3 + ox dxy dxydics + a—xzdxldxzcﬁcg, + xpdo; dxzdoc
=0
doy; | 0031 | 00y
=0
6x1-+ 6x3'+ dx, T
60'2
021 I+ ale dx,
. 9, ] 023
022 9%, X2 522
do 021
073 dxs
X3

Figura 2.5.3: Equilibrio interno en la direccion x,.

Garantizando el equilibrio de traslacion en la direccion x,, resulta:

ZF.X2=0

do 0o do
12 + 22 + 32

+x,=0
dx; 0x,  0Xx3 X2
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O33

32
31

dos,
031 + I dx;
60'32 ‘
035 + o dxs
: v
0033
033 + ax dX3
3

Figura 2.5.4: Equilibrio interno en la coordenada x5.

Garantizando el equilibrio de traslacién en la direccion x5, resulta:

ZFx3=0

60'13 60'23 60-33
=0
dx, + dx, + dxs T3

Estas tres ecuaciones de equilibrio pueden escribirse de manera compacta utilizando

la notacion indicial de la forma:

00;:
Y + Xi = 0
an
daj ., .
% +X;,=0 - Ecuacion de equilibrio interno de Cauchy.
]
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2.5.2. Ecuaciones de compatibilidad de deformaciones infinitesimales.

Cuando se desea calcular las tres componentes del desplazamiento, siendo conocidas
las seis componentes de deformacion, se conforma un sistema de seis ecuaciones con
tres incAgnitas, para el cual podria o no existir una solucion, es decir, un valor de las
funciones de desplazamiento obtenido de un grupo de componentes de deformacion

escogidas de forma arbitraria.

Si se deriva dos veces la componente &;; con respecto a x,, al igual que se deriva dos

veces la componente &,, con respecto a x; se tiene que:

0%e1, _ 0° <6,u1> (5.1)
0x,2  0x,%2 \0xy '
62822 _ 82 (a/,l2> (5 2)
0x.2  0x,2\0x, '

Derivando la componente de deformacion y;, con respecto a x; y a x, Se tiene que:

0%y12 _ 0° (3#1 5#2)
0x10x, 0x10x, \0x, 0x;

0%y, 07 <6u1> N a* (6u2>
0x,0x, 0x,0x, \0x, dx,0x, \0x,

0%y, 07 <6u1) 0? <6uz)
0x,0x, 0x,2\0x;/  0x;2 \0x,

Sustituyendo la Ecuacién (5.1) y (5.2) en la expresion anterior se obtiene la primera
ecuacion de compatibilidad de deformaciones infinitesimales de la forma:
azylz 62 02

= &1 + &
dx,10x, 0x,2 1 9xg2 %2

azylz 62 62
= &1t €22
0x,0x, 0x,2 x4

(5.3)
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De la misma manera se obtiene otras dos ecuaciones de compatibilidad relacionadas

con las componentes de deformacion y,3 Y yas.

62]/13 02 62
= 4
0x,0x3 0x32 fut x4 £33 5.4
62]/23 aZ 62
0x,0x; 0x32 2% 0x,2 #33 (5.5

Ahora, derivando la componente &;; con respecto a x, Yy x5 Se tiene que:

0%y _ 0° (alh)

0x,0x; 0x,0x3 \0x; (5.6)

Y la segunda derivada de las componentes de deformacion angular y,3, y13 Y Y12 con

respecto a x4, x, Y x5 respectivamente son las siguientes:

0%y23 0% (Ou, Ous
02 0x2 (6x3 * 6x2> (5.7)
0%y13 _ 0° (alh +a#3>
0x,0x, 0x10x, \0x3 0x;
02 % (0 02 d
Vi3 _ 2( H3>+ < li1> (5.8)
0x,0x, 0x1°%\0x, 0x30x, \0x,
0%y12 _ 0° (alh a#z)
0x,0x3 0x10x3\0x, 0x;
92 9% (0 K d
Viz _ 2( .Uz)_l_ ( .U1> (5.9)
0x,0x3 0x1% \0x3 0x,0x3 \0x,
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De la suma de las tres ecuaciones anteriores se obtiene:

_02V23+ 62V13 n 62)/12
0x,%  0x,0x, 0x,0x3

02/(('9#/ o 3)+ 92 aul %
%3 axf 9x,0x3 ax1 T3 < 6x3

+ 0? (6#1) _ 0° )’23+ 0%y13 4 0%y1, _ (alh)

0x,0x3 \0x, 0x,2  0x,0x, O0x;0x3 0x26x3 0x4
62811
axzaxg

De donde se concluye que:

202 K 0?2 0%
€11 _ Yiz Y23+ Y13 (5.10)
0x,0x3 0x,0x3 0x1%2  0x,0x,

De la misma manera se obtienen otras dos ecuaciones de compatibilidad relacionadas

con las componentes de deformacion ¢,, y &35 indicadas a continuacion:

207 0?2 0?2 0?2
€22 _ Y23 07V13 n V12 (5.11)
0x,0x3 0x,0x, 0x,%2  0x,0x3

20%¢ 02 02 02
33 _ V23 Yiz  07V12 (5.12)
0x,0x, 0x,0x3 0x,0x3 0x3°

Escribiendo en notacion indicial:

azsij azekl azgik azgﬂ
— — = 0 .; '; k:l = 1,2;3
0x,0x; 0x;0x; 0x;0x; 0x;0xy conbl

Esta ecuacion corresponde a un conjunto de 81 ecuaciones escalares de las cuales
6 son diferentes no triviales y coinciden con las ecuaciones de compatibilidad
(5.3), (5.4), (5.5), (5.10), (5.11) y (5.12).
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Cuando se cumplen las ecuaciones de compatibilidad, las componentes de
deformacion constituyen un estado de deformacion admisible, en otras palabras,

existe compatibilidad entre tales componentes.

Resumen
Ecuaciones obtenidas:
1|0u; OJu;
&j =5 a_le a_lel (6 Ecuaciones)

0ij = Aegx0;j + 2Ge;; (6 Ecuaciones)

aO'ij
—+X;=0 (3 Ecuaciones)
an
Incognitas:
u; = (u,v,w) (3 Incognitas)

&ij (€11, €22, €33- €13, €12, €23) (6 Incognitas)

01j(011, 022, 033,013,012, 023) (6 Incégnitas)

Para que se resuelva el problema, es necesario resolver un sistema de 15

ecuaciones en derivadas parciales.

2.5.3. Ecuacion de Navier.
En 1820 Navier plantea resolver el problema solo con funcién de desplazamientos.

A partir de la ecuacion de equilibrio:

00;:
—4+x=0 (513)
an

65



Sustituyendo o;; del capitulo 2.4. en (5.13).

0
—(Askk&j + ZGEU) + Xi =0 (514‘)
ax]'

Sustituyendo &;; del capitulo 2.3. en (5.14)

0 au] ouy;
a j Agkk6l] + 2G xl ,

du;

O lrens +c (24 X, =0
ax] EireOij + 6xl+ax] A=

A(au")6 +G au'+au +X, =0
ox; | " \ox,/ Y dx; = 0x P
0xj \0xy b dx; \ 0x; axj B

0 (0w d [Ouy d (o 0%y,
2025, = 2.2 ()5 0 (%)
0x; \0xy, d0x; \0x;, dx; \ 0x; 0x;0x;

0 (0w  dw;\ _ 0%y, 0%,
axj

+Xl=0

9]

ox; 0x; _axiaxj 0x;0x;

0%y, 0%y, 0%u;

Oxiaxj axiaxj axjax]
2u; 0%u;
A+G L 4 G——+X;=0
( + )axlax] + axjaxj + '

Ecuacion de Navier
Reordenando:

» Laplaciano (operador):

66



Vz_ 62 B 62 N 62 N 62
‘ax,-axj_axlz 0x,%2  0x3°

2 —
Vo = w5

» Divergencia:

e —  Ladivergencia del vector desplazamiento u;.

Por lo tanto, se obtiene:
(/1 + G)e'l- + GVZui + Xi =0

Ecuacion fundamental de la elasticidad

La ecuacion fundamental de la elasticidad es la Unica a la que debe satisfacer el

vector desplazamiento, en todos los puntos materiales del sélido elastico.

2.5.4. Ecuacion de Beltrami - Michell.

En 1900 Beltrami y Michell plantean el problema eldstico como funcion de los

esfuerzos.

A partir de las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones:
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2 2 2 2
0 Eij d Ekl d Eik d Sjl

0x;0x;  0x;0x; Bl 0x;0x; - 0x;0x; -

Eijkt + Ekiij — Eikji — ik =0 (5.15)

El tensor ¢;; se expresa (Ley de Hooke capitulo 4):

1+v v
€ij =~ i ~ F Ok

1
Sl'j = E((l + V)O'ij - V95l])

Reemplazando Ec. (5.16) en (5.15):

1 1
Eﬁ/l + V)0 — V9,kl5ij) tz (;A +V)Opyij — V9,ij5kl)

(5.16)

1 1
= E(/(/l +V)ou i — V9,jl5ik) + Eg/l + V)i — V9,ik5jz)

(1 + V[0 x1 + Okrij — Oir i — Gui] = v[0x18ij + 0.1;6k — 0 10k — 0.11651]

v
Oija + Okt ~ Oik,jt = OjLik = T, [8:;6 k1 + 61101 — 8ix0 ji — 6110,k ]

Para k = |

v
Oijikie + Olekij ~ Ok jikc ~ Ojkeik = T3 [8:;6 ki + Okic0i; — 8ix 0 jic — 8k 0.k ]

v
Oijkic + 04 = Ok jic ~ ik = T3 66 1k + 365 — 65 — 651

v
Oijxk + 0ij — Oik jk — Ojkikc = 170 [6:;6 1 + 6.4/]

Ademas:

(5.17)
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Entonces:
Ok jk = —Xij (5.18)
Oikik = —X;;  (5.19)
oijkk = Vo (5.20)

Qkk = VZH (521)

Reemplazando las Ecuaciones (5.18), (5.19), (5.20) y (5.21) en la Ecuacién
(5.17), tenemos:

Vo + 6 — ( Xl]) ( ) = [5UV29 + 911]

V20'1+[1—L]91+Xl+X12L51V29
] 1+vl7Y R B TR

VZO'l'j + —1 Y 9‘1-]- 1 6 VZ _(Xl] + ',i) (522)
Parai=]j
VzO-ii + 1—+V9'ii 1+v 511V2 _(Xll + Xl l)
V20 + 0 g — —— (3)V20 = —2X,
1+v > 1+v ’
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V20 + — v2g — Y y2g = oy
1+v 1+v N ke

1+——

( 1 3v
1+v 1+4+v

) == _ZXk,k

V29(1+V+1_3V>_ 2%
1+v - ke
2(1—v)
V20 = -2X
( 1+v > ke
1+v
VZH = _1 — ka (523)

Reemplazando la ecuacion (5.23) en (5.22), resulta:

1 v 1+
Vo + 15500 T 1% <— fﬁ:) =-(Xi;+ X)) (529
2 v —
V2o + 1 O — 7= 0¥ = —(Xoj + X;)

Ecuacion de Beltrami — Michell

2.5.5. Problemas de valores de borde.

Navier combina la ley de Hooke y la ecuacién de movimiento. Trata de ser resuelto
por una frontera apropiada y condiciones iniciales. Las condiciones de contorno que

se producen suelen ser uno de los dos tipos:

A. Desplazamientos especificados: Las componentes de desplazamiento u; se
prescriben en la frontera o borde.
B. Tensiones especificadas: Las componentes de tension de superficie T se

asignan en el borde o frontera.

En la mayoria de los problemas de elasticidad, las condiciones de contorno son tales

que parte mas de la frontera donde se especifican los desplazamientos, mientras que
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por otra parte se especifican las tensiones superficiales. La region ocupada por un

cuerpo elastico se denota por V. Sea la superficie en la frontera de V denotada por S.

Separamos S en dos partes: S,, donde se especifican los desplazamientos; y S,

donde se especifican las tensiones superficiales. Por lo tanto, en S,
T = o;;v; =una funcion prescripta.

Donde v; es un vector unitario a lo largo de la normal externa a la superficie S,. Por

la ley de Hooke, esto puede escribirse como
[Aug x6ij + G (w; juj;)]v; = una funcion prescripta

Por lo tanto, sobre toda la superficie, las condiciones de borde son que sea u;, 0 una

combinacién de las primeras derivadas de u;, son prescriptos.

En problemas dinamicos, se debe especificar un conjunto de condiciones iniciales en

u; 0 0;; en laregion V yen el borde S.

La pregunta se presenta si un problema de valores de borde planteado de esta manera
tiene una solucion, y si la solucién es Unica 0 no. La pregunta tiene dos partes.
Primero, ¢esperamos una solucion Unica desde el punto de vista fisico? Segundo, ¢el
problema matemaético especifico tiene una solucion Gnica? En mecéanica de medios
continuos, hay muchas ocasiones en donde no se espera que exista una solucion
unica. Por ejemplo, cuando una cascara esférica de paredes delgadas se somete a una
presion externa uniforme, el fendmeno de pandeo puede ocurrir cuando la presion
excede cierto valor especifico. En la carga de pandeo, la cascara puede asumir
diferentes formas de deformacion, poco estable o algo inestable. Por otro lado,
nuestra experiencia cotidiana sobre el mundo fisico indica que la gran mayoria de las
relaciones causa y efecto de la mecénica son Unicas. Tedricamente, la respuesta al
problema fisico esta parcialmente por la termodindmica. La respuesta al problema
matematico debe ser contestado por la teoria de ecuaciones diferenciales parciales.
Una teoria satisfactoria debe traer armonia entre la formulacién matematica y el

mundo fisico.
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2.6. Tensor constitutivo del solido elastico.

El comportamiento mecanico real de los materiales es bastante complejo, sin
embargo, es posible establecer la relacion entre el esfuerzo y la deformacion durante
el proceso de carga mediante modelos matematicos denominados modelos
constitutivos. La aplicacion de dichos modelos depende del orden de magnitud de la

deformacion y de las caracteristicas mecanicas del material entre otras.

La ecuacidn constitutiva es la expresion que define al esfuerzo (o el incremento del
esfuerzo) en funcion de la deformacion (o del incremento de la deformacion), en un

instante de tiempo y para todo punto material.

2.6.1. Ecuacion constitutiva de elasticidad lineal.
Para materiales elasticos la densidad de energia de deformacién es funcion
exclusivamente del campo de deformaciones, es decir G = {i(¢), en consecuencia:

o
B aeij

(6.1)

O-ij

Aplicando el teorema de Taylor para tensores, la funcion de energia de deformacién
por unidad de volumen alrededor de ¢;; = 0 se puede escribir de la forma:

24(0) 1 8%0(0) 1 93a(0)

&y - Epg +F
askl kel 26£klaqu kl=pq 3!6€k16£pq6€m

ﬁ(eij) =0(0) + EkiEpqErs

Derivando la expresion anterior como se indica en la ecuacion (1), se tiene que las
componentes del tensor de esfuerzo son iguales a:

930(0)

_00(0) N 920(0)
0€;j0€) 08,

O:: =
Y aEij aeijaekl

1
Ekl + E Eki€rs F o

Despreciando los términos no lineales con respecto a &; y suponiendo que el tensor

de esfuerzos es igual a cero cuando el estado de deformaciones es nulo, es decir:
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90(0)
a&'ij

O'ij(O) = =0

Se obtiene una relacion tensorial entre el esfuerzo y la deformacién de la forma:

_ 9%4(0)

= &
aEijafkl kel

O-ij

N

Donde la segunda derivada de G con respecto al tensor deformacion evaluada en
g =0 es un tensor de cuarto orden denominado tensor constitutivo elastico y

definido como:

920(0)

aeijaekl (62)

ijkl =

Por lo tanto, se define la ecuacidn constitutiva de un material elastico lineal o ley de

Hooke generalizada en notacién indicial como:

0ij = Cijki€ri (6.3)

2.6.2. Tensor constitutivo elastico.

En un sistema coordenado definido por los vectores base e;, el tensor constitutivo

elastico es igual a:
C= Cl'jklei ®ej®ek®el i,j,k,l = {1,2,3}

Donde C;jy,; corresponde a 3% = 81 componentes del tensor, denominadas constantes

elasticas del material. Sin embargo, debido a las siguientes caracteristicas de simetria,
algunas componentes del tensor son las mismas reduciendo el nimero de coeficientes

diferentes.

Dado que los tensores de esfuerzos y de deformaciones son simétricos, se puede

indicar que el tensor constitutivo elastico cuenta con simetria mayor, es decir:
Ojj = Cijklgkl ’ Oji = jiklskl =l Cijkl = Cjikl (64)

0ij = Cijii€x ) 0;j = Cijik€ik - Cijia = Cijix (6.5)
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Para interpretar las condiciones propuestas anteriormente las cuales permiten reducir

el nimero de constantes, se expresa dicho tensor de la siguiente manera:

C1111
61121
61131
Clel
C2121
C2131
C3111
C3121

63131

61112
61122
C1132
C2112
C2122
C2132
C3112
C3122

C3132

Clll3
61123
C1133
62113
C2123
C2133
C3113
C3123

C3133

61211
61221
C1231
62211
C2221
C2231
C3211
C3221

C3231

61212
61222
61232
C2212
C2222
C2232
C3212
C3222

C3232

ClZl3
61223
C1233
62213
C2323
C2233
C3213
C3223

63233

61311
Cl321
61331
62311
C2321
C2331
C3311
C3321

C3331

Cl312
Cl322
C1332
CZ312
C2322
C2332
C3312
C3322

C3332

C1313
Cl323
Cl333
CZ313
C2323
C2333
C3313
C3323

C3333

Dado la simetria del tensor de deformaciones, se reducen aquellos indices bajo la

condicién kl = lk, por lo cual se llega a una simetria menor de 81 a 54 componentes

diferentes, entonces:

C1111

62111

C3111

C1112

(:1122

C2112

62122

C3112

C3122

C1113
C1123
61133
62113
62123
62133
C3113
63123

C3133

C1211

62211

C3211

C1212

(:1222

62212

C2222

C3212

C3222

C1213
C1223
61233
62213
C2223
C2233
C3213
C3223

C3233

C1311

62311

C3311

C1312

(:1322

62312

62322

C3312

63322

C1313
C1323
Cl333
62313
62323
62333
C3313
63323

C3333
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Dado la simetria del tensor de tensiones, se reducen aquellos indices bajo la

condicién ij = ji, por lo tanto, se pasa de 54 a 36 componentes diferentes, quedando:

Cllll ClllZ C1113 C1211 C1212
CllZZ C1123 C1222
C1133
C2211 C2212
C2222

A

C1213
C1223
C1233
C2213
C2223

C2233

C1311

C2311

63311

C1312

C1322

C2312

C2322

C3312

C3322

C1313
C1323
C1333
C2313
C2323
C2333
C3313
C3323

C3333

Siendo G una funcién continua, su segunda derivada parcial con respecto a la

deformacion puede escribirse como:

9%0(0) _ 82a(0)

aeijaskl N a&'klaé'ij

Y por lo tanto:

Cijki = Cruij

(6.6)

Lo cual demuestra la simetria menor del tensor constitutivo elastico, en consecuencia,

se reducen de 36 a 21 componentes diferentes, por lo tanto:

C1111 C1112 C1113 C1212
61122 C1123 61222

C1133
62222

C1213
C1223
C1233
C2223

62233

C1322

C1313
C1323
C1333
62323
62333

C3333
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Dada la simetria del tensor de deformaciones, el tensor de esfuerzos y la simetria
menor del tensor constitutivo elastico se ha logrado con estas relaciones bajar el

namero de coeficientes diferentes de 81 a 21

2.6.3. Ecuacidn constitutiva de elasticidad lineal en notacion de Voigt.

Un tipo particular de notacion utilizada en la implementacion de las operaciones entre
tensores en el método de los elementos finitos se denomina notacion de Voigt. Al
igual que la notacién matricial, la notacion de Voigt organiza las componentes de un

tensor dadas en un sistema coordenado especifico como términos de una matriz.

Las componentes de un tensor simétrico de cuarto orden se pueden expresar mediante
una matriz cuadrada tamafio 6. De acuerdo con la simetria de C y la ecuacién

constitutiva de elasticidad lineal:
0ij = Cijki€ri
Las componentes del tensor de esfuerzos corresponden a:
0;j = Cij11€11 F Cijo2€22 + Cijzz€sz + 2Cijo3823 + 2Cij13813 + 2Cij12812
El mismo resultado se obtiene de la operacion matricial definida como:

{o} = [Cl{e}

Recordando que los tensores de esfuerzos y de deformacién se representan en

notacion de Voigt como matrices columna de la forma:
{0} =lo11 022 033 023 o135 012"

{e} =le11 €2 €3 283 2653 2512]T

Estableciendo que [C] es una matriz de 6 por 6 que contiene las componentes del

tensor constitutivo elastico también en notacion de Voigt, tal que:
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(011 C1111 Ci122 Ci133 Ci123 Ci113 Ci1127 ( €11
022 C2222 C2233 szz3 62213 62212 €22
033 C3333 C3323 C3313 C3312| | €33

{ = ) \
023 C2323 C2313 Ca312]| | 2€23
013 Ci313 Ci312| | 2613

\0'12} | Sim 61212_ k2€12J

2.6.4. Un plano de simetria elastica.

Para desarrollar lo expuesto utilizaremos dos sistemas de referencias cartesianos
rectangulares x;, X,, X3 A X1, X5, X3 de manera tal que x;,x, coincida con x;,x, en

consecuencia se trate de un plano de simetria eléstica en tanto que X3 = —xs.

Teniendo en cuenta la convencidon de signos para el tensor de tensiones y

deformaciones se tiene que:
0,3 = —0,3 A 013 =—033 — para esfuerzos
&3 = —&3 AN §&3=—&3 — paradeformaciones

Escribiendo en notacion de Voigt la componente de esfuerzo en el sistema de

referencia i, X, X3 puede escribirse como:

511 = 61111511 + 611226_22 + 61133533 + 26‘1123‘;'723-|_2C1113‘§13 + 2C1112§12

Teniendo en cuenta la semejanza entre los sistemas de referencia y la simetria del

tensor constitutivo [C] = [C] se tiene que:

011 = C1111€11 + C1122822 + C1133833 — 201123823 — 201113813
+ 2C1112812 (6.7)

Las componentes de esfuerzo para el sistema de referencia x;, x,, x5 €s:
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011 = C1111611 + Cr122822 + Ci133833 + 201123623 + 201113613

+ 2C1112812 (6.8)

Restando miembro a miembro las ecuaciones (7) y (8), resulta:

Ci1123823 + C1113613 =0

La condicidn anterior implica que:

Ci123 = C1113=0

De la misma manera se obtienen otras tres ecuaciones para oy, , 033 A Oj3

indicadas a continuacion:

C2223823 + C2213813 =0 condicion - Cpp3 = (13 =0
(3323823 + C3313613 =0 condicion +'— (333 = (3313 =0
Ci223823 + C1213813 =0 condicion — (3333 = C3313=10

En consecuencia, a estas operaciones, se tiene que:

(011 [Ci111 Ci122 Ci133 0 0 C11127 ( €11
022 C2222 C2233 0 0 Co212] | €22

<G33 \ (3333 0 0 (3312 < €33
023 - C2323 C2313 0 2873
013 C1313 0 2893
\01,/ | sim Cip12d \2815/

Teniendo en cuenta esto se requieren de 13 coeficientes diferentes para definir al

tensor constitutivo elastico que define un plano de simetria elastica.
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2.6.5. Material elastico lineal ortétropo.

El material ortotropo es aquel que cuenta con 2 o 3 planos ortogonales de simetria en

los cuales las propiedades son independientes de la direccion.

Se analizan este caso tres planos de simetria, de igual manera que el caso anterior
puede analizarse realizando tres veces un procedimiento en la misma logica a cuando

existe un solo plano de simetria, es decir:

X1, X5 coincidentecon - xi,x, ; para - X3 = —X3
X1, X3 coincidentecon — x,X3 ; para - X, =—X,
Xy, X3 coincidente con =  Xx3,X3 ; para - X =—X;

Para esto se obtiene las siguientes igualdades:
Ci123 = C1113 = Ci112 = (o223 = €213 = €212 =0

C3323 = C3313 = (3312 = C2313 = C3312 = C1312 =0

En consecuencia, a estas operaciones, se tiene que:

011\ [Ci111 Ci122 Ci133 0 0 0 7/ €11
022 Ca222 C2233 0 0 0 €22
033 (3333 0 0 0 £33

) 023 (- C2323 0 0 2873 (
13 Ci313 0 213
\012/  Lsim Cip12d \2815)

Teniendo en cuenta esto se requieren de 9 coeficientes diferentes para definir al

tensor constitutivo elastico que define tres planos de simetria elastica.
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2.6.6. Material elastico lineal isétropo.

En general un material es isotropo si sus propiedades son iguales para cualquier
direccion o en otras palabras, tiene infinitos planos ortogonales de simetria, tal
caracteristica establece que el tensor C de un material is6tropo corresponde a un

tensor de cuarto orden isétropo de la forma:

Cijii = A6;j6k + G6bj; + 16y bji

Donde A, u A n son escalares. En virtud de la simetria mayor donde:

Cijir = G setieneque - G=1

Por lo tanto, el tensor constitutivo elastico se reduce a:

Cijkl = /161']'6](1 + G(6ik6jl + 6ik6jk) (69)

En consecuencia, el tensor C se obtiene a partir de los valores A A G, denominados
constantes de Lamé. Sustituyendo la expresion (6.9) en la ecuacion (6.3), la ecuacion

constitutiva se puede reescribir de la forma:

O-ij = Askk(‘)‘ij + ZGSij (610)

Observacion. ElI namero de planos de simetria del material reduce la cantidad de
constantes elasticas necesarias para definir al tensor constitutivo elastico. En el
material anisétropo los coeficientes del tensor simétrico C son independientes entre
si, lo cual significa que se requieren 21 constantes elasticas para definirlo. En cambio,
en el material ortétropo se requieren 9 y en el material is6tropo solamente 2

constantes elasticas para obtener las componentes de C.
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2.6.7. Ecuacion constitutiva en notacion de Voigt.

La ecuacion constitutiva definida de forma tensorial obtenida como el conjunto de 6

ecuaciones escalares se puede reescribir en notacion de Voigt como:

{o} = [Cl{e}

Si el tensor constitutivo elastico esta dado en términos de las constantes de Lamé, la

ecuacion constitutiva sera de la forma:

911y [(A+26) A A 0 0 07 ( €11
022 A+ 26) A 0 0 0! €22

<(733>= A+ 26) 0 0 0{533>
023 G 0 0] 12¢&23
013 G 0|21
\g12/ L sim Gl \2¢1,/

Asimismo, la ecuacion constitutiva se puede expresar en funcién del modulo de

Young y la relacién de Poisson obteniendo:

011 (1 —v) v v 0 0 0 €11
Oap 1-v) v 0 0 0 €99
T35 . (1-v) 0 0 0 £33
0|  A+V)(A—20) %(1 - 2v) 0 0 Va3
013 %(1 — 2v) 0 Y13
012 | sim %(1 —2v)| \yyz

Al despejar el tensor de la deformacion de la ecuacién (6.10) se tiene la relacion

constitutiva inversa, presentada en notacion tensorial como:

& = Cijia0i 0 {e=[c1""{o} (6.11)
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A partir de las ecuaciones escalares indicadas anteriormente, la ecuacion constitutiva

inversa se puede escribir en notacién de Voigt y en términos de E y v de la forma:

€11
€22
€33
V23
Y13

o |

\Y12/

L sim

-V 0 0 0
-V 0 0 0
1 0 0 0
2(1+v) 0 0
2(1+v) 0

2(1 + v)

011
022
033
023

013

012/
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2.7. Condicién plana de esfuerzos y deformaciones.

2.7.1. Condicion plana de esfuerzos.

El estado, plano o condicion plana de esfuerzos es una simplificacion del estado
tridimensional, en el cual las componentes de esfuerzo contenidas en un plano
coordenado especifico pueden ser diferentes de cero, mientras que las componentes
de esfuerzo que no estan contenidas en un plano especifico o en planos paralelos son

nulas.

X2 Espesor

pequefio | R

Figura 2.7.1: Sélido en condicién plana de esfuerzos en el plano x;x,.

L>t

Por lo tanto, si el s6lido describe una condicién plana de esfuerzos en el plano x;x,

los esfuerzos y deformaciones resultantes son las siguientes:

01170 g1 %+ 0
0, # 0 &, #0
033 =0 &33#0
012 # 0 Y12 # 0
023 =0 Y23 =0
013 =10 Y13 =0
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De la ley generalizada de Hooke:

e Deformaciones

&1 = E (011 — VO3 — V033) (7.1
1
€22 = E(O'zz — V011 — V033) (7.2)
1
€3~ % (033 — vO11 — VO2;) (7.3)
o Esfuerzos
E
014 = aroa—2v [(1—v)e +vey, +vegz]  (7.4)
E
72 = Trna-zy ot et vesl 09
E

933 = ¥ =2 [ver: +ve, + (1 —v)egs]  (7.6)

Sustituyendo la componente de esfuerzo o33 = 0 en la Ecuacion 7.6y se tiene que:

E

O=adrva—m

[ver +vep, + (1 —v)ess]

€33 = (11 + &22) (7.7)

1—v
Se observa que a pesar que las componentes de esfuerzo fuera del plano x;x, son

nulas la componente de deformacidn longitudinal €55 en la direccion x5 es diferente

de cero y depende de las otras dos componentes de deformacion longitudinal.

Las componentes de esfuerzo normal se obtienen reemplazando ecuacion 7.7 en

ecuacion 7.4y 7.5:

(11 + 522))]

v
—V)e +vey, +V (— 1

E
o1 = 1+v)(1-2v) I(l -V

E v?
= Ty - | e Ve T et )
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B E " V2 V2
011_(1+v)(1—2v)l< ‘”‘1—_v>€11+(”‘1_v)€22]
B E 1-—2v v — 2v?
011_(1+v)(1—2v)l<1—v)€11+< 1—v )Szzl
E 1-—2v 1—2v
U AT = 2v) (1—v>€11+v<1—v>€22]

E
ou =72 [e11 + vess]

E
022 = 1-2 [verr + €22]

La componente cortante:

012 = Gy12 = Y12

2(1+v)

Gy = E ((1-v)
012 = UY12 = 20+ (1 _V)V12

E |(1-v)
012:1—1/2 ) V12

Por lo tanto, la ecuacidon constitutiva de un material elastico lineal en condicion plana

1 v 0
o £
011 ~ E vo1 0 511
22| = 12 1—v 22
012 0 0 ( > ) Y12

de esfuerzos es:

2.7.2. Condicidn plana de Deformaciones.

A continuacion, se considera un problema elastico lineal que se puede simplificar a
un estado plano de deformaciones para el cual las componentes que no estan

contenidas en el plano x;x, son nulas.
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X2

b

Figura 2.7.2: Solido en condicion plana de deformaciones en el plano x; x,.

t = Espesor Grande

Por lo tanto, si el solido describe una condicion plana de deformaciones en el plano

x1x, los esfuerzos y deformaciones resultantes son las siguientes:

g1 #0 o171 #0
&2 #0 0, # 0
&33=0 o33 #0
Y12 # 0 012 70
Y23 =0 0,3 =0
Y13=0 o13=0

Reemplazando €553 = 0 en la ecuacion 7.3 resulta:

0=-— V011 — V033 + 033

La componente de esfuerzo normal en la direccion x; depende de las otras dos

componentes de esfuerzo normal.

033 = V(011 + 0332)
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Como se indico las componentes de esfuerzo contenidas en el

deformaciones son iguales a:

E
= T A = 2v) [(1 = v)eyy +vezs]

_ E
%22 = ¥ = 2v)

[verr + (1 —v)eyp,]

= Gy = _ E (1-2v)
12 = UY12 = mhz T2 +v)(1— ZV)V12
(1-2v)
Q2= ¢ v)(l —2v) l l”“

plano de

De acuerdo a las expresiones anteriores, la relacién constitutiva de un material

elastico lineal en condicion plana de deformaciones es:

- 1-v) v 0
011 _ E v 1-v) 0
o] AEVA-2)f , a = 2v)
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2.8. Métodos Energéticos.

Los métodos energéticos o variacionales hacen referencia a métodos que emplean la

energia de un sistema para obtener valores de las incognitas en un punto especifico.

Las formas variacionales integrales de las ecuaciones basicas constituyen una base

importante para las técnicas computacionales utilizadas en la mecénica estructural.

2.8.1. Energia de Deformacién. —
La primera ley de la energia proporciona la siguiente ecuacion:
K+U=Q+ Py (8.1)
K + U = Cambio en la energia del solido.
U=Q+Pin—K
Para procesos adiabaticos (sin transferencia de calor) resulta:
U= Pine — K = Pgey (8.2)

Esta ecuacion indica que el cambio en la energia interna por unidad de tiempo es

igual a la potencia deformativa.

Desarrollamos a continuacion los términos de la ecuacion 8.2 comenzando por P;,;:

Pint = JXL'VL' dV+len Vi dS
14 S

Donde:

V; = Velocidad

Pint = inVi av + J(al]nj) Vi ds
14 S
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Pt = ]XiVi av + f(“ijvi) n; ds
v

Segun el Teorema de Green:

fa—u f(u)n] ds
v

Entonces desarrollando la ecuacion:

Pt = inVi dv+f %dv
14 14 x]

P —fXVdv+f a”dv+f Wi v
int — J ) ax] J 0ij ax]_

: aO'ij : aVl
Pintzf Xi+a—xj VidV+fo-ij a—x]dV

14 14

] ; - -
X; +2%8 = p %%, Ecyacion del movimiento.
axj at
17 ;)72
Pint = prVl dV+.[0'ij adv (83)
14 v

La potencia cinética de la Ecuacion 8.2 esta dada por:

d{1[ ou oy
~ar|z Pt ac WV (84)

Dado que se verifica la ecuacion de continuidad la ecuacion 8.4 resulta:



= J p ViV, dV (8.5)
74

Reemplazando las Ecuaciones 8.4 y 8.3 en la Ecuacion 8.2

- 17 -
Pdef = fleVl +.f0'ij adV—fleV
174 1% J 174

av;

Pdef = fO'U EdV
v ]

Teniendo en cuenta que:

aVl' _ aSij _
ax; ot U

Entonces:

Pdef = fO'l'j Sl] av = U
74

0ij &ij = U,, Densidad de energia de deformacion.

U= f Uy dV
14
Siendo U = % = 0y &;
En elasticidad ideal todo el trabajo realizado se convierte en energia interna en forma
de energia elastica almacenada:

AU, 0€;j
Uy = U, ) oseadque Uy = 653 at]
_0U,0 81 o
Oeu b /
U,
asij B O-l]
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Entonces:

Sij
UO =-]- Uijdgij
0

La existencia de una funcion escalar de la deformacion tal que las tensiones se
puedan derivar a partir de esta, es de especial importancia. Tales tensiones satisfacen
la ecuacién de energia y, en consecuencia, son llamadas conservativas. La funcion
energia potencial de deformacién U, se denomina densidad de energia de

deformacion de las fuerzas internas.

(o
UO =J Eijdo-ij
0

U, = Densidad de energia complementaria.

En el caso uniaxial se tiene:

Elastico no

Lineal

U, # Uy

Figura 2.8.1: Densidad de energia de deformacion, elastico no lineal.
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Elastico

Lineal

Figura 2.8.2: Densidad de energia de deformacion, elastico lineal.

2.8.2. Trabajo Virtual Externo

El trabajo virtual hecho por las fuerzas exteriores a través de un desplazamiento

virtual se Ilama trabajo virtual:

Sin‘r‘t = in(Sui dv + J. Tin(Sui ds
14 s

Sinrt = .[Xl-Sul— dv + faijnJ-Sui ds
4 A

Sinrt = in6ui av + J(al-jé‘ui)J av
%4 %4

SWUi‘r't = in6ul- av + f Uij‘j5ui av + f Uij6ui’j av
14 %4 14

SinTt = f(Xl + O'ij,j)é‘ui av + f O'ijé‘ul-,j av
% 1%

Si X; + a;5,; = 0 entonces para pequefias deformaciones:
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SinTt = Jaij(?ui’j av
%4
El producto de un tensor simétrico por un antisimétrico es cero

S 1
SinTt = .I-O'l'j [E (611.1] + 5u”) + E((Suu - SU,]])] dv
%4

1 . . .
~(buyj+0u;j) =& - Deformaciones asociadas a los desplazamientos
2 O J.J ij

virtuales.

1 s

> (Su;; — bu; ;) —  Antimétrica.

SWayire = J, 01 Se; dV - Trabajo Virtual interno.
inéui dv + JTi"Sui ds = jO'ij 55ij av (86)
|4 N 14
Externo Interno

Condicidon necesaria para el equilibrio: Es que el trabajo Virtual Externo producidas
por las fuerzas estaticamente compatibles (Volumen y superficie) debe igualar al
Trabajo Virtual interno.

Supongamos que se cumple el Principio del Trabajo Virtual. Demostrando a la

inversa:

' ' Upj U
O'l'j 681']' av = O'l'j6 (T) av

|4 |4
_ faija(%) dv+fai,-5 (%) av

14 14

Por simetria del tensor de esfuerzos:
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fO'ij 581']' av = faué‘u”dV
1% 1%
Si:

J.(Uij(?ui),jdV = fal]‘]8uldV+faU§ul}dV
% 1% 1%

Entonces:

jaijéui_jdV = j(aijé‘ui)’jdV - f aij,jcsuidV

14 v 14

faij5ui.jdv = faijSuinde - f aij,jé‘uidV (87)
14 SO 174

Igualando las Ecuaciones 8.6 y 8.7

in(?ui av + j-Tin&ii as = f O'l-j5ul-njd5 - f al-j,j(?uidl/

14 N So 14

_].(Xi + O-ij,j)(sui av + f(Tin - Uijnj)(Sui ds =0
\%4 4

Xi+o0;=0 - Ley de Newton de equilibrio en cualquier punto.
T," = oy - Formula de Cauchy que asegura el equilibrio en el
borde

2.8.3. Método de la Energia Potencial Total

e Vale solo para cuerpos elasticos (lineales o no lineales).
e Se puede considerar como un caso particular del principio de los

desplazamientos virtuales.
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e Para cuerpos elasticos existe una funcién densidad de energia de

deformacion U, tal que:

3,
N aSij

O-ij

Condicion necesaria:

Ahora el segundo miembro del Principio del Trabajo Virtual se puede escribir en

funcién de U, como:

. aUO
j-O'l'j 581’]' av = fg Sel]dV
1% %4 Y

ou,

Se;: = 6y, Primera Variacion.
aeij ) 0

= J6(1)U0dV =W f Uy dV = DU
74

%4

fO'ij 5£ij dv = 6(1)U
14

Con U funcional de energia interna de deformacion.

f X:6u; dV + f T,"Su; dS = sOU
14 S

sy — fxiaui av — le-”aui ds =0

14 N

Si las fuerzas volumétricas y las de superficie son conservativas:

3G
B aui

ag

X:
¢ aui

Tin =

(8.8)
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' . " 9G " dg
%4 SO 1% N

= —f@mc av + f(s(l)g ds = §Wy

14 N

Donde V es el potencial de las fuerzas aplicadas o externas.

Las fuerzas que se encuentran comunmente en elasticidad son sistemas conservativos

en los que las fuerzas volumétricas X; y las fuerzas de superficie T;" son

independientes de la deformacion elastica (de los desplazamientos). En esos casos la

energia potencial de las cargas externas se puede escribir como:

V= —JXl-ul- dv — jTinui ds
|4 s

sy = — f X;6u; dV — f T,"6u; dS (8.9)
%4 AN

Reemplazando Ecuacion 8.9 en 8.8
WU +8WY =0

sOW+v)=o0

u+v=1I1 - Energia Potencial total del sistema.

W =0 - Principio de estacionalidad de la energia potencial total.
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2.9. Calculo variacional.

2.9.1. Maximos y Minimos.

Para la funcién f (x) dada se puede hallar un extremo mediante:
%(f(x)) =0 paraun x € (a, b)
Ejemplo:

Para f(x) = sen(x) en [m; 2m]

d d
a[f(x)] = a[sen(x)] = c0S(Xextr) = 0

3
Xextr = 27T
Tendremos que:
d?f(x
f(Xextr) = Max - cuando f(—extr) <0
dx?
d?f(x
f Koxtr) = Min - cuando f(—ezxtr) >0
dx
En nuestro ejemplo:
A% f (Koxer)  d?
dxzxtr = dx2 [sen(Xexer)] = —sen(xexer)
3
Xextr = Eﬂ: - _Sen(xextr) — _(_1) —1>0

En consecuencia, tenemos un minimo para X -

2.9.2. Definicion de funcional.

Un funcional es una funcién de funciones, es una expresion que toma un valor

particular dependiente de la funcidn usada en el funcional.
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El problema bésico del calculo variacional consiste en determinar una funcion tal que
una integral definida que involucre a esa funcion y sus derivadas adopte un valor

minimo 0 maximo.

Una forma de funcional que se emplea en muchas areas de la matematica es:

X2 X2
I = f F(x,y,y,)dx = f F(x, y(x),y'(x),)dx
X1 X1
X - Variable independiente.
v,y - Variables dependientes.

I.  El caso méas simple.

Dado el funcional:
X2 X2

1= f F(x,y,y)dx = f F(x'y(x»y’(x))dx

X1 X1

Con F, funcion conocida, doblemente diferenciable para las variables x, y e y’,
determinar la funcion y, que hace que | sea maximo o minimo y que satisface las

condiciones extremas:

Yax)=Y1 5 V) = V2

Se define la familia (uniparamétrica) de otras curvas:

Vi =Yoo T ENw
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&: Parametro pequefio y 7, funcion diferenciable tal que:

A

y
2
y YV(x)
Vi = Yoo 1w
Y1
ENx)
0 X1 Xz’X

Vi =Y T

Y1) coincide con y, cuando se fija 1) =0 Y 7n¢,) =0, se pueden obtener
infinitas curvas para un dado n(x) ajustando €. Todas estas curvas pasan por los
puntos (xq1,y1) Yy (x,¥,). Para cualquier 1, Y1) coincide con 1y, cuando se
fija e = 0 y( es la funcion para la cual:

X2

f F(x, yl,y'l)dx

X1

Toma valores extremos. Osea que:
X2

I = f F(x,y,y)dx

X1

Es el valor extremo de la integral:
X2

I = fF(x,yl,y’l)dx

X1
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X2

I, = f F(x,y +en,y + en)dx

X1
Usando y + en como funciones admisibles, se puede usar ahora los criterios para
encontrar los extremos de una funcion, ya que I, es, para el extremal y,, buscado,
una funcién del parametro ¢ y puede ser expandida en una serie de potencias de ese

parametro.

Expandiendo I; en series de Taylor:

dl, d?I, g2
Iy = (I)= 0+<de>g=0€+<d€2> OZ-*'
£=
dl, d?l g2
I = (Ie=0 = (E)gzo e+ <d82> OE +
&

I I—(dll)
! ~ \de £=0

N d?I g2 N
de? 2!
=0

. dl
Para que 11 alcance un valor extremo cuando & = 0, €S necesario (d_sl) = 0,
=0

entonces:

d11 N 611 d}’1 + 611 dy'l

de 9y, de =y, de

Vi =Y TENw VY Vi =V T w
dJ’1 dy =
de =Ny Y de =M
Condicidn necesaria para I; tome un valor extremo en € = 0, por lo tanto:
dI ’
dsl o de[f Flxyyy,)dx

e=0
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oF d oF dy’
2! + 73 dx
dy, de  dy, de

=0
Cuando ¢ — 0, se tiene que:
J0F OF oF oF
dy: 0y dy., 0Oy
La condicién necesaria toma la forma:
X2
jF(aF L 9F )d =0 9.1)
oy 1 oy m)ax = '

X1

Integrando por partes el segundo miembro:

X2

oF
ay'

X2 d
(U(xl) N(xp) — f Ix ay ndx

X1

Pero nex,) = M) =0

oF o = fxz d (6F> p 9.2)
ay'" x= dx \oy ax '

Reemplazando Ecuacion (9.2) en (9.1), resulta:

[ Gr)a-] G
dy | dx ay'”

x
X1

j [@_E ay>]”dx:

Por el lema fundamental del célculo variacional se llega a:

oF d<aF>_0 (9.3)
dy dx\oy /) '
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Cuya ecuacion se denomina la ecuacion diferencial de Euler-Lagrange.

ComoF =F (x y(x),y'(x)) también A = g—; =G [x y(x),y'(x)], entonces:

dA_6A+6Ady+0Ady*
dx 9dx 0dydx 0dy dx

d <6F)_ d <6F>+ d <6F>dy+ d (c’)F)dy'
dx\dy-) 0x\dy/ ady\oy/dx dy \oy/ dx
d <6F)_ 0%F N 0%F dy+62de’

dx\dy) ~ 9xdy = dydy dx = 9y? dx

(9.4)

Reemplazando (9.4) en (9.3)

0°Fd’y 0% dy (0°F _OF
dy?dx?  dydydx \dydx dy

Esta ecuacion es de segundo orden y las soluciones de la ecuacion de Euler-Lagrange
se denominan extremas del problema. En general, es una familia biparamétrica de

funciones.
Il.  Funcionales que involucran derivadas de mayor orden.

Considérese:
X2

I = f F(x,y,y,y"y”)dx

X1

Se llega a la ecuacion de Euler-Lagrange

d3 (6F) d? (0F>+ d (6F> 6F_O
dx3\dy») dx2\dy-) dx\dy/) dy

I1l.  Derivadas de mayor ordeny mas de una variable independiente.

Energia Potencial total

I_I[F ow ow d*w d*w 9*w 0*w dxd
B XYW ox " ay " ax? ' 9xdy dyax’ ayz |
$
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I = U F(x,y, W, Wy, Wy, Wyx, Wy, Wy, Wyy)dxdy

Familia mono parameétrica.

Wixy) = Wixy) T ENxy)

Integrando por partes y aplicando el teorema de Green resulta:

fj‘ ) 0 6F+62(6F)+6 JoF +6 oF
dw 0Ox awx dy \ow,, 0x2 \ 0w, 0x0y \ OWy, 0y0x \ 0wy,

+62 oF dxdy =0
dy? \Owy, e

La ecuacién de Euler- Lagrange
oF 6(6F> d ( OF +62<6F)+ d oF N d oF
ow 0x\dwy,/ 0dy\dw, 0x% \OWy,/ ~ 0x0y \ 0wy, 0y0x \ 0wy,

N 0% ( OF — 0o
dy2\owy, )

2.9.3. Condiciones de Borde.

En los desarrollos anteriores cuando buscdbamos los extremos de [ =
f;iz F(x,y,y)dx, se especificaban los puntos extremos (xy,y;) y (x3,y,) por los

que tenia que pasar la funcion extremal.

Estas condiciones y(x,y = y1; Y(x,) = Y- Se denominan condiciones de borde

cinematicas o condiciones de borde rigidas.

Un problema distinto: x; y x, dados, se busca la funcion y(,, que extremiza el
funcional I = fxxlz F(x,y,y)dx entre dichos limites. No se especifican valores de y

en x; y x, para la funcion.
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La condicién necesaria para la existencia de un maximo y un minimo:

oF

5<1>1—f [——— )]5ydx+aF syl — syl
dy dx\dy oy 7 FT2 gy T A

Se requiere entonces:

oF 5 I oF 5
ay' yx:xz ay‘ y

x=x; — 0

Como &y # 0 en los puntos extremos, entonces las condiciones de borde naturales:

oF JoF
a—y'(sy x=x; — 0 y a_y‘Sy xX=x; — 0

En problemas de mecénica de solidos que tratan con la energia potencial total.
Condiciones cinematicas. - Condiciones de desplazamientos de los bordes.

Condiciones naturales. - Condiciones de fuerzas en los bordes.
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2.10. Integracion numérica.

Puede ocurrir que f(,)sea una funcion continua facil de integrar o una funcion

continua dificil o imposible de integrar directamente o que no conozcamos la funcion

tabulada, solo un conjunto de valores medidos.

Los métodos se basan en que, dada fi, buscar una familia de funciones {fn¢y, n =

1} que aproxime a f(,, entonces:

b b
a a
fao Funcion de aproximacion de fi,,.

Eniry = Itp) — I

En;y —  Error de aproximacion.

Usaremos como funciones de aproximacion polinomios.

Si usamos polinomios interpolantes:

[y e

= z aifxp) +ﬁfb ll[(x — x)f(E) dx
@ =0

i=0

dx

Suma de cuadratura:

n

1) =) @ifiy, i€ lablvi

i=0
a; - Coeficiente de cuadratura.

X - Nodos de cuadratura.

105



2.10.1. Férmulas de integracion de Newton-Cotes cerradas.

Las formulas de Newton-Cotes son los tipos de integracion numérica mas comunes.
Se basan en la estrategia de reemplazar una funcién complicada o datos tabulados por

un polinomio de aproximacion que es facil de integrar.

El polinomio interpolante usando los nodos xg, x4 ..., x,, con esta eleccion de nodos
las férmulas de cuadratura se llaman de Newton-Cotes cerradas, pues los limites de

integracion son nodos de cuadratura.

a. Regla del Rectangulo.

)
NS
fia) 3 ? faydx
, % a
/a & \b %

Figura 2.10.1: Representacion gréfica de la regla del rectangulo.

Geométricamente:

b
f Frodx = (b= Dfip = Iy = In
a

Entonces el error relativo (E,) resulta:

(b — a)?

Aproximar f) con la regla del rectangulo corresponde al polinomio de orden 0, se

obtiene:

I :f(xo)
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b

b b
f feodx = f flag)dx =f fop(x = x0)dx
a a a

Sixg=a
b b b
J foodx =j fwdx =J f'(n)(x—a)dx
a a a

b b
Iy = j fadx = fa j dx = il
a a

IR = f(a)(b - a)

El error de aproximacion es:

b b
Er = f f'(n)(x— a)dx = f'(n)_f (x — a)dx

(x — a)?|* (b — a)?

Er =@ 2 | = 2

b. Regla del Trapecio
lLy
E
’ 1fib)
frta)

) a b X

Figura 2.10.2: Representacion grafica de la regla del trapecio.

Geomeétricamente:

’ fa *+ f
ff(x)dx=(b—a) (a)z =1
a
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n € (a,b)

Aproximar f,, con la regla del trapecio corresponde utilizar un polinomio de orden

1, por lo tanto, resulta:

X —x; X — X
Pixy = o = f(xo>

(x —x0)(x — x1)
f(x) = Pl(x) + f"(n) o

b b 1 (b
foodx = | Pigpdx+5 | fr . (x —x0)(x — x1)dx
a a 2J, (m

Sixo=a; x;=>b

I jbp d fbx_b fb — e d
= X = X
T a 1) qa—b . b—a (@)
I = f bf—(b)_f(a)xdx+ f b—bf(a)_af(b) dx
" ), b-a a b—a

_ fy ~ o ¥

bfay — afw)
I = @ T0)

X
g Xl

b—a 2 b
Iy = (b— ol v . fw)
Error de aproximacion es:
[ G-ak-b (b -a)
X—a)x — —a
- f f 2 dx==f"oy=13
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c. Regla de Simpson

Jix)

Figura 2.10.3: Representacion grafica de la regla de Simpson.

Corresponde a reemplazar f(,, por un polinomio de orden 2, por lo tanto:

(x — x0) (x — x1) (x — x3)

fey = Pago + 7y 3

_ (x —x1)(x — x3) (x — x0) (x — x)
Pae = (0 — x1)(x9 — x2) f(xO) * (1 — x9) (x1 — x3) f(xl)
(x — x0) (x — x3) f
(22 — x0) (x2 — x1) (x2)
b b
Is = f f(x)dx = f Pz(x)dx

(x —x)(x — x3) (x — x0) (x — x3)

b
IS f
a

(x0 — x1) (xp — xz)f(xO) * (1 — x0)(x1 — x2) (1)

(x — x0) (x — x3)
(x2 — x0) (%3 — x1) f(XZ)l ax
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h
IS = § [f(xo) + 4‘f(x1) + f(xz)] (101)
Donde:
Xo = a, x1=c=(azﬂ),x2=b yhz(bz;a)

Reemplazando en la Ecuacion (10.1):

h
=3 [fi) + 4f0) + fo]

El error de Simpson tiene una precision de tercer orden, aunque una solo tres puntos,
da resultados mas exactos para polinomios cubicos aun cuando se derive de una

parabola:

__Gb-ar £
(m 2880 (m

1
— _— 15f4
2.10.2. Férmulas de Newton-Cotes abiertas.

Son aquellas donde alguno de los extremos 0 ambos no son nodos de cuadratura, en

general no se utilizan para el célculo de integrales definidas.

a) Regla del punto medio.

r Y

fla)

/ a @b)/2 P ]

Figura 2.10.4: Representacion grafica de la Regla del Punto Medio.
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b b
ff(x)dxs(b—a)f(a;r )
b—a)? .
Epy E%f () n € (a,b)

2.10.3. Formulas de Newton-Cotes Compuestas.

Estas formulas, en general no dan buenos resultados si (a, b) es grande, pues el En
sera grande, a menos que usemos polinomios de grado alto. Esto lleva a las formulas

de cuadratura compuesta.

Si:

b
I 2] f(x)dx
a

Sean n+1 puntos igualmente espaciados a =xy<x; <xp, << x, =b,

. b—
entonces x; = a + ih, h ===, por lo tanto:

b X1 Xy n
](f) = J. f(x) dx= f f(x)dx+f f(x)dx+---+f f(x)dx
a X -1

0 X1 n

n X

1= | feotx

i=1 "%i-1

i. Regladel Trapecio compuesta.

Teorema:

Sea f € C%[a,b],npar, h =bTa y x; =a+ihparacadai=0,1,2,..,n.
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L] Z ——
/ y=Jx
% =)
h h h
/
=
xn ¢ xl xi—l xl xrr—l -\‘n =b

Figura 2.10.5: Representacion grafica de la regla del Trapecio Compuesta.

Aplicamos la regla del trapecio en cada subintervalo, entonces resulta:
n
h h3 .
1) =) 5 (FGan) + ) = 5 £ @0
i=1

n; € [xi—1,%; ]

Agrupando:

h n-—1
e =3 [f(xO) +2) fO)+ f(xn)]

El error es igual a:

SR (b-a3®< .
Er¢ = ;Ef () = _W;f ()

ii.  Regla de Simpson Compuesta.

Teorema:

(b—a)
n )

Sea f € C*[a,b] npar, h =

yx; =a+ijparacada i =0,1,2,...,n.
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R _-Z////Hfi TG
—1 — i}

— =)
-
/
==
-
-
-

Xo=a X, X2i-1 X2i X2i41 x =p

Figura 2.10.6: Representacion gréfica de la regla de Simpson Compuesta.

Aplicamos la regla de Simpson en cada subintervalo n > 2,n = 2m.

h_b—a_( —a)
N “\ 2m

n
b Xy X4 n
I = J f(x) dx = j f(x)dx +J f(x)dx + .- +J f(x)dx
a 0 2 n-2

X X
m
foZi
; X2i—

i=1 21-2

oy

< [h
fepdr = ) |2 (F(raia) + 4f Geai) + F )]
i=0

[~ h lf(xo) + 4fgx1) + f(xz)l T h fxy) + 4f;x3) + F(xy) '
L h lf(x4) + 4f(3x5) + f(x6)

Agrupando:

h m m-—1
Ie=7 [f(xc) +4) fl)+2 ) flu) + f(xn)]
i=0 i=0
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El error resulta:

hS (b-a)s <
Eic = ), =5 010 = - 90(2m)52f4 )

2.10.4. Cuadratura de Gauss.

Las aproximaciones vistas son:

n

b b
I(F)=| fodx= f Py dx = Z a; fixp
a a

i=0

Las formulas de cuadratura de Gauss se basan en buscar valores de a; y x; de tal

forma que la aproximacion sea exacta para polinomios de grado lo mas alto posible.

Es decir que no partimos de nodos igualmente espaciados, debemos elegir los «a; y
X;, 2n parametros.

n

1
f foo dx = Z @ fexp
-1

i=1

n

En(f) = f_llf(x) dx — Z @ fapy =0

i=1
Paran =1 a4, x;
foo=1 5  fw=x

f(x) =X

1

E(1) =f ldx—a,;(1)=0
-1

x|—a;=0->a;,=2
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1
E(x) =f xdx —ax; =0
-1
22|t
— X1 = X1 = 0

-1

[ foax = arfe) =27 @
-1

Paran =2 a4, ay, X9,X 1.
Usamos 4 condiciones, por lo tanto:

- _ _\3
ap=a,=1 P Xy =X =

| Feodx = af @) + arf @)

[oec=r(-3)+1(3)

En general paran > 3

1 g (0 j=13..2n-1

. = -1 = = 2
Zalf(xi) J‘_lx dx ]+1 ? j:1,2,...,2n_2

Una vez conocidos los nodos, los a; se calculan:

1 fb Pn p 12
al_P'n(xi) x—x X 1=1,2,...,n

2.10.5. Cuadratura de Gauss-Legendre.

Podemos hacer cambio de variable, dado un intervalo a, b cualquiera:
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f” p _f1<b—at+b+a><b—a>dt
af(x)x_ 2 2 2

La férmula de cuadratura es:

f:f(x) ax = ("5 “)2 P R BTV

i=1

2.10.6 Integracion numérica en dominios cuadrilateros.

La integral de un término cualquiera g(&,n) de la matriz de rigidez Kl.(je) sobre el

dominio de coordenadas naturales de un elemento cuadrilatero puede evaluarse por

una cuadratura de Gauss-Legendre bidimensional como:

+1 +1 +1 ng ny ng
f _j. g(§,m) dédn = f d§ Zg(f,nq)Wq = Zzg(fp,nq)Wqu
-1 -1 -1 q=1 p=1q=1

Donde n,, y n, son el nimero de puntos de integracion seleccionados en cada una de
las direcciones ¢ y n; &, y n4 son las coordenadas naturales del punto de integracion

p,q 'y Wy, W, los pesos correspondientes a cada direccion en dicho punto.

Las coordenadas y los pesos para cada direccion se deducen directamente tabulados.
Recordemos que una cuadratura de orden n en cada direccion natural integra
exactamente un polinomio de grado < 2n —1 en la correspondiente coordenada
natural. En la figura 2.10.4 se muestra algunas de las cuadraturas bidimensionales

mas usuales sobre elementos cuadrilateros.
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Figura 2.10.4: Cuadratura de Gauss-Legendre sobre elementos cuadrilateros: a)1 x1.
b) 2 x 2. ¢)3 x 3. d) 4 x 4 puntos de integracion.
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2.11. Formulacion del elemento finito isoparamétrico.

Esta formulacion hace posible generar elementos que son de lados no rectangulares o
curvos, estas formas son muy usadas en la practica para modelar cuerpos de forma
arbitraria o para refinamiento de malla. En este apartado se trata de estudiar
elementos finitos con forma mas compleja; asi, por ejemplo, un elemento que es
rectangular en sus coordenadas locales puede ser transformado en uno que es

curvilineo en coordenadas cartesianas.

2.11.1. Hipotesis de discretizacion.

La posicion de un punto esta definida por dos coordenadas (x,y) y su deformacién
tiene dos componentes u(x,y), v(x,y) en las direcciones x,y respectivamente. El
campo de deformaciones (desplazamientos) es por lo tanto un vector:

-6

El elemento finito bilineal isoparamétrico, es un elemento finito bidimensional de
aproximacion lineal de cuatro nodos, cuya funcion de interpolacién o aproximacion
de todos los puntos interiores del elemento finito isoparamétrico estan definidas
Unicamente para el elemento y son nulas en el exterior del elemento, la cual esta
definida para todo punto (x,y) que pertenece al dominio del elemento 2(¢) y

mediante una transformacién biunivoca (&, n) se puede escribir en términos de:

$(&;m) = Ny @y + N, @, + N3@3 + N,y @,y

O también como:

n=4 n=4
u= Z N; (¢, nuy; , v= Z N; (&, mv;
i=1 i=1
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Expresando en un formato matricial:

{u} — [Nl 0 NZ 0 N3 0 N4 O] U,
W=lo N, O N, O N, 0 N,

{u} = [N){a®}
Donde:
(Ny,N,,N5,N,) - Son denominados funciones de forma.
(uyvq, ...,usvy) —  Vector de desplazamientos nodales.

Se utilizan polinomios de Lagrange como funciones de interpolacién, que tienen la
propiedad de valer 1 en un nudo y 0 en los demas nudos. Se utilizan las coordenadas
naturales al elemento &,n, normalizadas de tal forma que valen +1 y -1 en los
extremos del elemento. En dos dimensiones, la funcion de interpolacion del nodo i se
obtiene como producto de dos polinomios de Lagrange, uno en cada direccion de la
forma:

7 E-8) 17 G-

Ni(&m) = O () = e N Uk
j=11(_j[¢i) (& -¢) ek iy T~ k)

Por consiguiente, la funcion de forma del nodo i es:

1
Ni(&,n) = 1(1 + &6 +nm;)

En consecuencia, las funciones de forma definidas para los 4 nodos resultan:

1
N, (&) = Z(l -1 —-n)

1
N, (&) = Z(l +A—n)
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1
N3(§,m) = Z(l +8(1+1n)

1
Ny(&,m) = Z(l - +n)

La figura 2.11.1 muestra el aspecto de dos de estas funciones:

4

Figura 2.11.1: Funciones de interpolacion del elemento isoparamétrico.

Una vez ajustado este polinomio y determinadas las funciones de interpolacién N;, el
proceso de calculo de las propiedades del elemento es siempre el mismo. La
definicion de las funciones de interpolacion o aproximacién es por lo tanto el paso
fundamental en el analisis por el método de los elementos finitos y de él depende en

gran manera la precision de los resultados obtenidos.

2.11.2. Matriz de funciones de forma.

La matriz de funciones de forma [N] tiene tantas filas como desplazamientos se
consideran para un punto del continuo y tantas columnas como grados de libertad
haya entre todos los nudos del elemento. La estructura de esta matriz es siempre la
misma, y para nuestro elemento isoparamétrico de cuatro nodos resultan:

NN O N, 0O Nj 0 N, 0

Nz[ 2
0O N O N, O N3 O N,
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2.11.3. Interpolacion de coordenadas.

El término isoparamétrico consiste en utilizar las mismas funciones de forma para
interpolar la geometria y los desplazamientos, es decir que estos elementos usan las
coordenadas de todos sus nudos para definir el cambio de coordenadas, o lo que es lo
mismo, la forma del elemento. Por consiguiente, expresaremos la geometria de un
elemento isoparamétrico bidimensional a partir de las coordenadas x € y de sus nodos

como:

x = Z NEDG ., y= Z Ni(E )y (11.1)

Donde N;(&,n) son precisamente las funciones de forma del elemento. Las
ecuaciones (11.1) relacionan las coordenadas cartesianas de un punto y las

coordenadas naturales ¢ y n de la forma:

x=f¢&n) y=g&n)

Esta transformacion de coordenadas define la forma del elemento en el sistema
cartesiano y dicha relacion debe ser biunivoca, para lo cual debe cumplirse que el
determinante de la matriz Jacobiano de la transformacion de coordenadas xy — én
sea de signo constante en todo el elemento. Puede demostrarse que si se utilizan
funciones de forma lineales; dicha condicion exige que ningin angulo interior entre

dos lados del elemento sea mayor que 180°.

aN/'

Y
—2—> X

Figura 2.11.2: Interpolacion de coordenadas

«—2—>
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Por lo tanto, la interpolacion de coordenadas expresada en un formato matricial:

(X1
V1
X2
{x}_[Nl 0O N, 0O N3y O N, O0]1]y2
y - 0 N1 0 NZ 0 N3 0 N4 X3
V3
X4
\yzl_)

{x} = [N]{x®}

Gran parte de las ideas subyacentes en la aproximacién isoparamétrica son originales
de Taig, quien las aplico para obtener siempre elementos cuadrilateros de 4 nodos.
Posteriormente, Irons generalizd dichas ideas para obtener otros elementos mas

complejos en dos y tres dimensiones.

2.11.4. Matriz de operadores diferenciales.

Las deformaciones unitarias en un punto del elemento finito son:

( ou
Exx 0x
v
E=1&y =1 E >
Vay ou ov
_+_
\dy 0xJ
Expresando en un formato matricial:
_a O_
Exx 0x
0 tu
=< £ = - =
e=1awe =10 I’} =010}
Vxy o 0
[dy 0x]
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Donde se identifica al operador matricial [@] que pasa de las deformaciones {u} a las
deformaciones unitarias. Sustituyendo las deformaciones {u} en funcién de las

deformaciones nodales, a través de las funciones de interpolacion, se obtiene:
e = [0]{u} = [3] {[N1{a®@}} = [B]{a'®)

Se identifica de esta forma la matriz [B]:

"N, oN, 9N N, :
O0x O0x 0 0x 0 O0x 0
0 oN,; 0 oN, 0 0N, oON,
B =[d][N] = 3y 3y 3y 3y
N, 9N, 9N, 90N, ON; ON; ON, ONs
ldy O0x dy o0x 0dy Jdx 0y Ox|
Esta matriz expresada en submatrices:
BZ[[B1] [Bz] [33] [34]]
Siendo cada uno de las submatrices [B;]:
_aNl O -
d0x
0 oN;
B; = 3
ON; ON;
[ dy  Ox |

Esta matriz [B] relaciona las deformaciones de los nudos del elemento con las
deformaciones unitarias en un punto interior cualquiera del elemento. Por lo tanto [B]
representa el campo de deformaciones unitarias que se supone existe en el interior del
elemento finito, como consecuencia de la hipotesis de interpolacion de deformaciones

efectuadas.

En general, N; viene expresada en las coordenadas naturales ¢ y n, por lo que la regla

de derivacion permite escribir:
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O en forma matricial:

oMy
Eil
ONL- |6x
an) lon

(')Ni _ (')Nl ox (')Nl ay
9§ 0x ¢ 0y 9¢
aNi _ aNl 0x aNl ay
on  0x dn 9y on
07 (9N (O
afi{ax}=l(e){ax}
dy||9N: oN;

617J

dy

ay.

(11.2)

Donde J(© es la matriz Jacobiano, o simplemente el Jacobiano, de la transformacion

de coordenadas naturales a cartesianas. De (11.2) se deduce:

dy

oN;

aN; aN;
ox _ ey o8| 1 |
oON; [ — ON; [~ |J@|| ox

an

Donde |J(®| es el determinante del Jacobiano.

aN;

/3
oN,

an

El determinante del Jacobiano permite también expresar el diferencial de area en

coordenadas naturales como:

dx dy = |J©|d¢ dn

Para calcular los términos del Jacobiano se utiliza la transformacion isoparamétrica

(11.1) de la forma:

dx

¢

n

=4

_ Z aNl ) ox _
= af X an =

i=1

i=1

n=4
ON;

on

Xi
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n=4 n=4
dy zaNi 0y 9N
0¢ - Liog” T o Lo
i=1 =1
Por lo que:
[ON;  ON;T
¢ 0On
n 4[aNl aNl ] aNz aNz
= —==X; == X1 Xz X3 Xgl|l—=% ——
](e): i 3 i Pl )’ziz 1 2 3 4] o€ an
i=1 {%xl %yljl Vi Y2 Y3 Va % %
n an ¢ 0n
ON, ON,
L 0§ On |
Donde:
N, 1 N, 1
E—z(’l—l) ; W_Z(E_l)
oN, 1 oN, 1
—==-(1- ; —=——(+1
b TG R mE S (Y
oN; 1 ON; 1
e =30+m 5 Gi=g0+0
N, 1 N, 1

Esta expresion puede ser evaluada facilmente ya que las funciones N; son conocidas
en funcion de &,n y x;, y; son las coordenadas de los nodos que definen la forma del

elemento.

En consecuencia:

[-1D (-1
(1= —(+D)]
| A+m) A+8) |
l-a+n -9

X1 Xz X3 X

1
(e) — —
-3

Yi Y2 Y3 Va4
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Una vez determinado la inversa y el determinante del Jacobiano, se procede a calcular
las derivadas parciales las cuales permiten transformar las derivadas de las funciones
de forma al espacio xy, calculadas estas derivadas parciales se pueden determinar

todas las componentes de la matriz de operadores diferenciales [B].

2.11.5. Matriz de rigidez del solido elastico.

Considerando la estructura de la matriz de operadores diferenciales [B] y la matriz

constitutiva [C], la matriz de rigidez [K] es:

El dominio de integracion expresado en coordenadas locales es:

dv = t dxdy = t |J|d&dn

La matriz [K] se puede dividir en submatrices, que relacionan el nimero de grados de

libertad por elemento:

Cada una de las submatrices tiene la expresion:

1 1
K;; = f fBiTCBi t|J|dédn
Z1
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Sustituyendo los valores de las distintas matrices se obtiene:

=JJ| 118x ax 3 9y ay 12°9x ay 3 9y ax|t|]|dfd
| ONiON; o ON.ON; . ON;ON; . 9N, 9N 1
- 1[ 12 ay ax | 3% ax dy 19y ay 3 9x axJ

Estudiando la naturaleza de los distintos términos del integrando se observa que el
Jacobiano no es constante, por lo tanto el integrando es un cociente de polinomios,

por lo tanto se recurre a la integracion numérica de gauss-Legendre de la forma:

n=2 2

f f tBT(&,mMC B, n)|j¢ldédn =t BT(fi:Uj) CB(&,m;) e Iw;w;

1

S
Il

-1 i=1

-
1l

K¢=t z BT (&pg, npg) CB(&pg, Npe)lJ€IWpg
PG=1

El calculo numérico de la matriz de rigidez exige evaluar el Jacobiano J¢ y su
determinante, asi como las matrices de deformacion B; y constitutiva € en cada punto

de integracion de la cuadratura de Gauss.

2.11.6. Fuerzas de volumen.

Las fuerzas de cuerpo son acciones distribuidas en el volumen del sélido las cuales
actian a distancia como por ejemplo las fuerzas gravitacionales, inerciales o

magnéticas.
Su expresion general es:

(e) ffNTbtdxdy— f fNTb|](e)|td€dn

Ace

np=2 nq=2

- Z Z (NT Bl @1e),  wywy
p=1 q=
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2.11.7. Fuerzas de superficie.

Las fuerzas de superficie son acciones distribuidas en una superficie especifica en el

contorno del solido o dentro de él, que actlian por contacto directo con otro cuerpo.

Su expresion general es:

£lo = jgNl-Tpt ds (11.3)
1(e)
Donde 1¢® es el contorno cargado del elemento. En general dicho contorno
representa en el espacio de coordenadas naturales una recta ¢ = cte 0 n = cte. Por
consiguiente, para un contorno de un elemento isoparamétrico cuadrilatero n = 1, el

diferencial de longitud ds se calcula por:

n=1

(ds)yy = (dx? + dy?), s = J(j—’;)z +(3—§)2 dg
n=1

[ n=2 2 n=2 2 '|
-1 [> 4% ang \ |
_ll (; dg xi) ) " <Z dg yi) ) |d¢ = [c(@lag (114

n= i=1 n=1|

Sustituyendo (11.4) en (11.3) se obtiene una integral de linea que es funcion
unicamente de la coordenada natural ¢ y n, que se puede calcular con una cuadratura

unidimensional como:

1 np=2
£ = POt [©1dE = [ g©dt = ) g(6,)w,
1(e -1 p=1

Con frecuencia sucede que las fuerzas de superficie actdan en direccion tangencial o
normal al contorno, lo que simplifica los calculos. Asi, transformando dichas fuerzas

a ejes globales, se obtiene:

»= {Px} _ {T cosf — asinﬁ} (115)

Py ocosf +tsinf
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Donde o y 7 son la componente normal y tangencial de la fuerza de superficie,

respectivamente, y S el angulo que la tangente al contorno forma con el eje x.

Sustituyendo (11.5) en la expresion (11.3), se tiene:

— o Si dx —od
£ = jL .{Tcosﬁ Gsmﬂ}tds= fzvi{r e y}tds (11.6)
s(e

% ocosf +tsinf odx +tdy
S

Por otra parte, en el contorno en cuestion:

Zdf=JndE 5 dy=—rdE =JpdE (11.7)

05 ag

Donde J;; Y Ji» se obtienen de la expresion del Jacobiano para n = 1. Por

consiguiente, sustituyendo (11.7) en (11.6) se llega finalmente a:

1 Nny=2
) _ T — 0112} gF = lN' {T]u - 0]12} tl
Ji _Jl {0']11 +7/12 d ; o)1+ 7)1, "

p

2.11.8. Método de los elementos finitos aplicado a la teoria de la

elasticidad partiendo de la teoria de los trabajos virtuales.

El trabajo virtual hecho por las fuerzas exteriores a través de un desplazamiento

virtual se llama trabajo virtual, el trabajo de las fuerzas exteriores es:

SW,py = f (5u)T{P} dS + f (5u)T{b} dV + Z{Su(xn)}T{f(xn)}
r \%4

Una condicion necesaria para el equilibrio es que el trabajo virtual externo producido
por fuerzas estaticamente compatibles (volumen y superficie) debe igualar al trabajo
virtual interno. Se puede probar también que la satisfaccién del principio de los

trabajos virtuales es una condicion suficiente para satisfacer el equilibrio, entonces:
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SWoire = j {(su}T{P} dS + j {su}T{b} dV + Z{du(xn)}T{f(xn)}
r \%4
_ J OHsaT Ay (11.8)
14

Recordando las siguientes expresiones:
(6e)7 = {5a©@} [B@]" (11.9)
{o@}=[c@]([B®}{a®})  (11.10)

({5u®@)" = {8a®} [N®]"  (11.11)

La suma de los trabajos virtuales de las cargas puntuales es igual a un formato

matricial para toda la estructura igual a:

z{5u(xn>}T{f<xn)} ={sa}"{f™} (1112)

Sustituyendo (11.9), (11.10), (11.11) y (11.12) en (11.8) resulta:

n n

> [ a@y el [c@) Bl a@)av =) [ (5@} [V (P} s

e=1y/e) e=1r(e)

Z f (2@} [NO]" (5@} av + (5ayT{f ™)
e=1ye)

Como 8a(® son valores virtuales que no dependen de dV y el vector de

desplazamiento a(® son valores fijos salen fuera del signo de la integral, entonces:

Zn:[{ga(e)f{a(e)} f (5] [c©][B®] av _Z (5a(@)" J [N©] {p(e)}d‘g‘

v(e re
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/vy e} av

v

+ {6a}T{f ™}

e=1
Recordar que:
(K©] = f (B [c@][B®] av
v(e

Por lo tanto:

> [l T e - Z[{aa@} [wer o) ds]

re
n

2,

e=1

)" [ NI (b} av

ve

+ {6a}7{f ™}

Ademas:

(£©) = fzv( 1" (p@) ds

re

&

{fb(e)} — j[N(e)]T{b(e)} dv

v(e

En consecuencia, resulta:

n

Z [{5a(e)}T[K<e)]{a(e)}]

e=1

= D[l () 4 ey {52} oty

3 [t kela@)] = [lsa) ([} + (5] + (s}
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La suma de las fuerzas de superficie y de volumen puede expresarse como la fuerza

total en el elemento, por lo tanto:

{r@) = {9} + {9}

Entonces:

z”: [{6a<e)}T[K(e>]{a(e)}] = i{aa@)}r (f©} + (67 {f ™)

Zn: [{5a<e)}T[K(e)]{a<e>}] _ i{é‘a(e)}T{f(e)} + (8a)T{f™} = {0}

Recordar que:

2{6a(6)}T = {6a}7T

Z[[((e)] = [K]
e=1

n

Z{a(e)} = {a}

e=1

La suma representa el ensamblaje de toda la estructura, por lo tanto, queda expresado

como:
{8a}T[Ka} = (6a}"{f @} + {8a}"{f ™} = {0}
{8a}"[K{a} — {6a3" ({F @} + {f ™}) = {03

Asi también:

n
{f} = Z{f(e)} +{f™} - Fuerza resultante en toda la estructura.
e=1
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Resulta:
{6a}"[K]{a} — {6a}"{f} = {0}
{6a}" ([Kl{a} — {f}) = {0}

Como {8a}T son desplazamientos virtuales independientes no pueden ser cero es

decir {8a}T # 0 por lo tanto la segunda condicion es:
[K{a} — {F} = {0}
[K1{a} = {f}

Se puede concluir que a través de esta ecuacion matricial, es posible determinar el
vector de desplazamientos {a} si son conocidos la matriz de rigidez [K] y el vector de
fuerzas {f}.
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3. DESARROLLO DE LA INVESTIGACION

3.1. Manual béasico de Matlab.

Introduccion:

MATLAB es el nombre abreviado de “MATrix LABoratory”. Es un programa para
realizar calculos numéricos con vectores y matrices, por lo tanto, se puede trabajar
también con ndmeros escalares (tanto reales como complejos), con cadenas de

caracteres y con otras estructuras de informacion méas complejas.

Matlab es un lenguaje de alto rendimiento para calculos técnicos, es al mismo tiempo
un entorno y un lenguaje de programacion, uno de sus puntos fuertes es que permite
construir nuestras propias herramientas reutilizables. Matlab a parte del célculo
matricial y algebra lineal, también puede manejar polinomios, funciones, ecuaciones

diferenciales ordinarias y graficos.

3.1.1. Caracteristicas basicas.

3.1.1.1.  El espacio de trabajo de Matlab.

Nada mas abrir Matlab (podemos hacerlo pinchando en el icono que aparece en el
escritorio o0 en su defecto en Inicio->Todos los programas) aparecera una pantalla

como la siguiente:
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=) MATLAB 7.3.0 (R2006b)

File Edit Debug Desktop Window Help
D | & BB o o | W ﬁ @ iC:\Archivos de programaiMATLAB\RZ006b\work vl@
Shortcuts (2] How to Add  [2] What's New

Current Directory - ...\work 2 x | KGR TG RURT IS
Bkl B-
All Files « File Type To get started, select MATLAE Help or Demos from the Help menu.
] mecExcludedFiles.l... LOG File

>

< | >

Current Directory :,“,",‘?Flfs,PaFe,

Command History 2
#ecd 'CiyDocuments and §

X

>

Lemee - algebral
@=5——15/12/06 12:55 —-%
#egd ' Ci\Documents and ¢
Femee —m algebra
“mee - intentol
‘3‘%—— 18/12/06 9:56 —--%
wed 'C:iDocuments and =
ef—— 9/01/07 9:14 --% o)
< | > < [ [

4\ Start

Figura 3.1.1: Pantalla de inicio del Matlab.

Todas las sentencias que vamos a utilizar las escribiremos en la ventana Command
Window (ventana de comandos). Es la ventana de mayor tamafio. Si queremos
informacion acerca de las variables que estamos utilizando en Matlab podemos verlas
en la ventana Workspace (espacio de trabajo) o usar:

who —  Para obtener la lista de las variables (no de sus valores).

whos - Para obtener la lista de las variables e informacion del tamafio, tipo y
atributos (tampoco da valores)

Para ver esta ventana tenemos que hacer clic en la pestafia que tienen este nombre.

Esté en la parte superior izquierda:
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AEHP S M- -
MName - Value
< 1 >

| qurent Directorryi]‘ Workspace ‘,

Command History 2 X

>>

Figura 3.1.2: Ventana Workspace.

el nombre de la variable y pulsando Intro.

Command History 2 X
v_cd 'C:yDocuments and A
: mee —-m algebral T
F-%-- 15/12/06 12:55 --%

: #ed 'Ci:yDocuments and §

“mee —m algebra

“emee -m intentoZ

$-- 18/12/06 9:56 --%

cd

“eg—— 9/01/07 9:14 —-% v
< } 5|

g}

'C:\Documents and ¢

Si lo que queremos es conocer el valor que tiene una variable lo hacemos escribiendo

Para recordar 6rdenes previas usamos las flechas del teclado 1 y |. También podemos

verlas en la ventana Command History, ventana situada en la parte inferior izquierda:

Simbologia matematica.

Figura 3.1.3: Ventana Command History.

Matlab ofrece la posibilidad de realizar las siguientes operaciones bésicas:
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Expresion en Matlab

suma
resta

multiplicacion
division
otencia

Figura 3.1.4: Tabla de operaciones.

El orden de precedencia es:

Orden de precedencia de operaciones

Figura 3.1.5: Tabla de orden de precedencia de operaciones.

Matlab no tiene en cuenta los espacios. Si queremos que Matlab evalie la linea pero
que no escriba la respuesta, basta escribir punto y coma (;) al final de la sentencia. Si
la sentencia es demasiado larga para que quepa en una sola linea podemos poner tres

puntos (...) seguido de la tecla Intro para indicar que continta en la linea siguiente.
Por ejemplo:

>>a=7 - 9% damos valor a la variable a y la escribe por pantalla.

>>p=4; - % no escribe el valor de b por el punto y coma (;) del final.
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3.1.1.3. Acerca de las variables.
Matlab almacena el altimo resultado obtenido en la variable ans.

Las variables son sensibles a las mayuasculas, deben comenzar siempre con una letra,
no pueden contener espacios en blanco y pueden nombrarse hasta con 63 caracteres
(en versiones anteriores no permitia tantos caracteres). Si se nombra una variable con

mas de 63 caracteres truncara el nombre de dicha variable.

Algunas variables especiales de Matlab:

Variable usada por defecto para almacenar el tiltimo resultado
pi Razoén de una circunferencia a su didmetro

eps Numero mas pequeilo. tal que cuando se le suma 1, crea un
numero en coma flotante en el computador mayor que 1

inf Infinito

nan Magnitud no numerica
iyi |i=j=4-1 0+ 1.0000i

realmin | El numero real positivo mds pequeilo que es utilizable 2.2251e-308

realmax | El nimero real positivo mas grande que es utilizable 1.7977e+308

Figura 3.1.6: Tabla de variables especiales.

Tecleando clear podemos borrar todas las variables del espacio de trabajo, pero no
borra lo de las demés ventanas, es decir, no desaparece lo que hay escrito en la
ventana de comandos. Tecleando clc borramos lo que hay en la ventana de comandos,

pero no borra las variables de la memoria del espacio de trabajo.

3.1.2 Vectoresy matrices.

Para crear un vector introducimos los valores deseados separados por espacios (0
comas) todo ello entre corchetes ([]). Si lo que queremos es crear una matriz lo

hacemos de forma analoga, pero separando las filas con puntos y comas (;).
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Generalmente usamos letras mayusculas cuando nombremos a las matrices y
minusculas para vectores y escalares. Esto no es imprescindible y Matlab no lo exige,

pero resulta dtil.

Por ejemplo:

>>x=[57-24-6] — % esun vector, los elementos los separamos con espacios.
>>y=12,1,3,7] — % es otro vector, los elementos los separamos con comas.
>>A=[123;456] — % esunamatriz con 2 filas y 3 columnas.

Para acceder a los elementos individuales de un vector lo haremos utilizando
subindices, asi x(n) seria el n-ésimo elemento del vector x. Si queremos acceder al

ultimo podemos indicarlo usando end como subindice.

>>x=[57-24-6],

>>x(2) — % segundo elemento del vector X.
ans =

7
Asi tambieén:
>> x (end) — % ultimo elemento del vector x.
ans =

-6

Para acceder a un blogue de elementos a la vez, se usa la notacion de dos puntos (:),

asi x(m:n) nos da todos los elementos desde el m-ésimo hasta el n-ésimo del vector Xx.

>>x (2:4) — % devuelve desde el segundo al cuarto elemento del

vector X.

ans =
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Si introducimos un namero entre el primero y el segundo también separado por dos
puntos (:) se mostraran los elementos del primero al dltimo indicado, incrementados

segun el nimero que aparece en el centro (o decrementados si el niUmero es negativo).

>> X (1:2:5) — % devuelve el primero, tercero y quinto elemento del

vector X.
ans =
5 -2 -6

Para acceder a los elementos de una matriz necesitamos dar dos valores, el primero

indica la fila y el segundo la columna.
>>A=[123;456];

>> A (2,1) — % elemento de la matriz que estd en la fila 2 y en la

columna 1.
ans =
4

Si queremos que escriba toda una fila usaremos los dos puntos para indicar que

queremos todos los elementos.
>>A(2,0) — % escribe la segunda fila de la matriz.
ans =

4 5 6

Y similar si queremos que escriba toda una columna, pero ahora situamos los dos
puntos en el lugar de las filas para indicar que queremos todas las filas de esa

columna.
>> A (1,2) — 9% escribe la segunda columna de la matriz.

ans =
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3.1.2.1. Construccion abreviada de algunos vectores.

A parte de definir un vector introduciendo cada uno de sus elementos, también

podemos crearlo haciendo uso de las siguientes sentencias:

(a:b) crea un vector que comienza en el valor a y acaba en el valor b aumentando de
lenl.

(a:c:b) crea un vector que comienza en el valor a 'y acaba en el valor b aumentando

decenc.

linspace (a,b,c) genera un vector linealmente espaciado entre los valores a 'y b con

¢ elementos.

logspace (a,b,c)  genera un vector logaritmicamente espaciado entre los valores

10”a y 10”b con ¢ elementos.

3.1.2.2. Construccion de algunas matrices.

Al igual que pasa con los vectores, existen unas sentencias que nos ayudan a crear
mas rapidamente algunas matrices que Matlab ya tiene predefinidas (m y n deben

tomar valores naturales):

zeros (n) crea una matriz cuadrada n x n de ceros.

zeros (m,n) crea una matriz m x n de ceros.

ones (n) crea una matriz cuadrada n X n de unos.

ones (m,n) crea una matriz m x n de unos.

eye (n) crea una matriz cuadrada n x n de unos en la diagonal y ceros el resto.
eye (m,n) crea una matriz m x n de unos en la diagonal y ceros el resto.

magic (n) crea una matriz cuadrada n X n de enteros de modo que sumen lo mismo

las filas y las columnas.
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Las operaciones basicas con matrices desarrolladas en Matlab son las siguientes:

Simbolo | Expresion | Operacion

Suma de matrices

Resta de matrices

Multiplicacion de matrices

Multiplicacion elemento a elemento de matrices
Division de matrices por la derecha

Division elemento a elemento de matrices por la derecha
Division de matrices por la izquierda

Division elemento a elemento de matrices por la izquierda
Potenciacion (n debe ser un niimero. no una matriz)
Potenciacién elemento a elemento de matrices
Trasposicion compleja conjugada

Trasposicion de matrices

Figura 3.1.7: Tabla de operaciones basicas con matrices.

Las funciones para el analisis de matrices son los siguientes:

Funcion  Qué hace?

cond (A)

numero de condicién

def (A)

determinante

diag (v)

crea una matriz diagonal con el vector v sobre la diagonal

diag (A)

extrae la diagonal de la matriz A como un vector columna

eig (A)

valores propios

inv (A)

matriz inversa

length (A)

maxima dimension

norm (A)

norma

norm (A.n)

norma-i

normest (A)

estimacion de la norma-2

null (A)

espacio nulo

orth (A)

ortogonalizacion

pinv (A)

pseudoinversa

poly (A)

polinomio caracteristico

rank (A)

rango

rref (A)

reduccién mediante la eliminacion de Gauss de una matriz

size (A)

dimensiones

trace (A)

traza

tril (A)

matriz triangular inferior a partir de la matriz A

triu (A)

matriz triangular superior a partir de la matriz A

Figura 3.1.8: Tabla de funciones para el analisis de matrices.
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De igual manera con vectores:

Funcion | ;Qué hace?

cross (x,y) | producto vectorial entre los vectores x e y
dot (x,y) | producto escalar entre los vectores X e

Figura 3.1.9: Tabla de funciones para el analisis de vectores.

3.1.3 Operaciones relacionales y légicas.

Como entradas a las expresiones relacionales y logicas, Matlab considera que cero es
falso y que cualquier nimero distinto de cero es verdadero. La salida de expresiones

de este tipo produce 1 si es verdadero y O si es falso.

Los operadores relacionales son los siguientes:

Operador | ;Que significa?

menor que
menor o igual que
mayor que
mayor o igual que
igual a
distinto de

Figura 3.1.10: Tabla de operadores relacionales.

La salida de las operaciones logicas se puede utilizar también en operaciones

matematicas.

Los operadores logicos se representan de la siguiente manera:
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Operador | ;Qué significa?

Figura 3.1.11: Tabla de operadores légicos.

3.1.4 La sentencia for.

Un blogue for en cada iteracion asigna a la variable la columna i-ésima de la
expresion y ejecuta las ordenes. En la practica las expresiones suelen ser del tipo

escalar:escalar en cuyo caso las columnas son escalares.
for variable = expresion
<orden>

<orden>

<orden>

End

3.1.5 Gréficas.

3.1.5.1. Graficas 2D.

La orden plot genera una gréafica. Los argumentos deben ser vectores de la misma

longitud.
Por ejemplo:
>>x=[-2-10123];y=[410149];

>> plot (x,y)
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Figura 3.1.12: Vista de Graficas en 2D.

Si queremos cambiar la apariencia de la grafica basta hacer clic en el dltimo botén de

la barra de herramientas y se abrirdn unos cuadros en los laterales que nos permitiran

ir haciendo los cambios deseados como darles nombre a los ejes.
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Figura 3.1.13: Disefio de Graficas en 2D.
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3.1.5.1. Graficas 3D

También podemos crear graficas en 3 dimensiones, se trata de extender la orden de
plot (2-D) a plot3 (3-D) donde el formato seré igual, pero los datos estaran en

tripletes:

>> x = -720:720; y = sind (x); z = cosd (X);

>> plot3 (x,y,2)
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Figura 3.1.14: Vista de Graficas en 3D.

3.2 Estructuray manejo del programa.

La elaboracion de la estructura y manejo del programa sigue las pautas necesarias
para conseguir un aprendizaje progresivo, pero partiendo de los conocimientos
desarrollados de mecanica de los medios continuos, algebra matricial, teoria de los
elementos finitos y de MATLAB. En todo momento, justo con la justificacion tedrica
de los conceptos tratados se proporcionan los codigos de MATLAB para

implementarlos en problemas practicos.
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3.2.1. Estructura del Preproceso.

En esta fase, el dominio es discretizado en elementos finitos tipo isoparamétrico de 4

nodos y ademas se introducen los valores numéricos de:

a) Coordenadas (coornod.m).

El ingreso de datos de las coordenadas de discretizacion (nodos) de la estructura a
analizarse es realizado a traves de ficheros.m, cuyo fichero almacena estos valores en
un formato matricial, cuya matriz tendra tantas filas como nimero de nodos tenga y
un namero fijo de dos columnas correspondientes a las direcciones x e y; esta

disposicion es presentada a continuacion:

B Editor - C:\Users\USUARIO\Desktop\Progrmacion\coormod.m

coornod.m +

b
= 1
1
0

e
|
HER o = =]

Figura 3.2.1: Fichero coornod.m.

b) Elementos (conect.m).

El ingreso de datos de los elementos finitos viene en correspondencia con el nimero
de nodos, es decir cada elemento esté ligado a cuatro nodos, estos son almacenados
por ficheros.m en un formato matricial, cuya matriz tendra tantas filas como numero
de elementos tenga y un numero fijo de cuatro columnas correspondientes a los 4

nodos del elemento finito; esta disposicion se muestra a continuacion:
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B Editor - C:\Users\USUARIO\Desktop'Progrmacion\conect.m

| conect.m |+ |
1- hz2sa

Figura 3.2.2: Fichero conect.m.

c) Espesor por elemento (espesor.m).

El ingreso de datos de los espesores asociados a cada elemento finito es realizado a
través de ficheros.m, almacena los datos de entrada como un vector columna el cual
tendré tantas filas como elementos existan, se considera al espesor un valor constante

asociado a cada elemento; esta disposicion se muestra a continuacion:

B Editor - C\Users\USUARIO\Desktop\Progrmacion'espesor.m

| espesor.m [+ |
1- 1

Figura 3.2.3: Fichero espesor.m.
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d) Mddulo de elasticidad (modelast.m).

El ingreso de datos del modulo de elasticidad como primera propiedad elastica es
ejecutado a través de ficheros.m, almacena los datos de entrada como un vector
columna el cual tendra tantas filas como elementos existan, se considera un valor

constante asociado a cada elemento, esta disposicion se presenta a continuacion:

B Editor - C:\Users\USUARIO\Desktop\Progrmacion\modelast.m

modelast.m +
1- 4

Figura 3.2.4: Fichero modelast.m.

e) Coeficiente de Poisson (coefdepoisson.m).

El ingreso de datos del coeficiente de Poisson como segunda propiedad elastica es
ejecutado a través de ficheros.m, se almacena los datos de entrada como un vector
columna el cual tendra tantas filas como elementos existan, se considera un valor

constante asociado a cada elemento, esta disposicion se presenta a continuacion:

. Editor - CA\Users\USUARIONDesktop'\Progrmacion\coefdepoisson.m

coefdepoisson.m +

1- b

Figura 3.2.5: Fichero coefdepoisson.m.
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f) Condiciones de contorno (dimp.m).

El ingreso de datos de las condiciones de contorno o restricciones en los tipos de
apoyos es a traves de ficheros.m, se ingresan desplazamientos prescriptos en aquellos
nodos con estas restricciones de movimiento en cada direccion respectiva adoptando
el signo de convencién basico, se almacenan los datos de entrada como una matriz la
cual tendra tantas filas como numero de grados de libertad tenga, esta disposicion se

presenta a continuacion:

.' Editor - C\Users\USUARIONDesktop'Progrmaciontdimp.m

o =1 oy DA = L R
|
=
=]
=]
=]

Figura 3.2.6: Fichero dimp.m.

g) Cargas externas aplicadas (fimp.m).

El ingreso de datos de las cargas externas aplicadas en los nodos es a través de
ficheros.m, se ingresan fuerzas prescriptas en aquellos nodos con estas condiciones de
fuerza en cada direccion respectiva adoptando el signo de convencién basico, se
almacenan los datos de entrada como una matriz la cual tendra tantas filas como

numero de grados de libertad tenga, esta disposicion se presenta a continuacion:
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B Editor - C\Users\USUARIO\Desktop'\Progrmacion\fimp.m

| fimp.m |+ |

tn

mqmm.hmm»—\l
|

= L B s T e R v T e Y
[}

Figura 3.2.7: Fichero fimp.m.

h) Pesos de Gauss (pesos.m).

El ingreso de datos de los pesos de Gauss es a través de ficheros.m, estos valores
estdn definidos o tabulados en la integraciobn numérica (cuadratura de Gauss),
consideramos estos valores para el caso particular de dos nodos de cuadratura, se
almacenan los datos de entrada como una matriz de tamario fijo que consta de cuatro

filas por dos columnas, esta disposicidn se presenta a continuacion:

B Editor - C\Users\USUARIO\Desktop\Progrmacion'pesos.m
| pesos.m | =+ |

= L Ra I—"l
|

=

I R T e

Figura 3.2.7: Fichero pesos.m.
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i) Coordenadas de Gauss (puntosdegauss.m).

El ingreso de datos de las coordenadas de Gauss es a traves de ficheros.m, estos
valores estan definidos o tabulados en la integracion numerica (cuadratura de Gauss),
estos valores se consideran para el caso particular de dos nodos de cuadratura, se
almacenan los datos de entrada como una matriz de tamafio fijo que consta de cuatro

filas por dos columnas, esta disposicidn se presenta a continuacion:

B Editor - C\Users\USUARIO\Desktop\Progrmacionpuntosdegauss.m

puntosdegauss.m +
Fo.s7 -0.57
0.57 -0.57
0.57 Q.57
-0.57 0,57

PO SR
| I |

Figura 3.2.8: Fichero puntos de gauss.m.

3.2.2 Estructura del Proceso.

En esta fase se construye la matriz de rigidez de cada elemento y se ensamblan,
construyendo asi la matriz de rigidez global, se resuelve el sistema de ecuaciones y se

imprimen los resultados en ficheros que son utilizados en el post-proceso.

El cédigo de programacion del elemento finito bilineal de cuatro nodos desarrollado

en el lenguaje de programacion MATLAB es el siguiente:

%ELEMENTO DE CUADRILATERO DE 4 NODOS

%BILINEAL ISOPARMETRICO
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%Limpieza de Pantalla y de Memoria
clc

clear all

%LECTURA DE DATOS

%Datos del Material
e=load(‘espesor.m’); %espesor de los elementos Cuadrilateros
E=load('modelast.m’); %Maodulo de Elasticidad del material

mu=load('coefdepoisson.m'); %Mddulo de Poisson del material

%Cargas Aplicadas al Sistema

cargas=load(‘fimp.m’);

%Coordenadas
coornodos=load(‘coornod.m’); %coordenadas de los nodos de la estructura (x,y)

conect=load('conect.m’);

%NUmero de Elementos Cuadrilateros

sc=size(conect);

nelem=sc(1,1);

153



%Numero de Nodos por Elemento Cuadrilatero
sc=size(conect);

nnodos=sc(1,2);

%Numero de Nodos Total
nc=size(coornodos);

nnodostotal=nc(1,1);

%Grados de Libertad por Nodos

gln=nc(1,2);

%Grados de Libertad Locales

gll=gIn*nnodos;

%Restricciones

dimp=load('dimp.m’);

%)ppesos
load('pesos.m’)

W=pesos;;

%Puntos de Gauss

load(‘puntosdegauss.m’)
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PGauss=puntosdegauss;

%MATRICES DE RIGIDEZ LOCALES Y ENSAMBLAJE PARA OBTENER LA
MATRIZ DE RIGIDEZ

%DEL SISTEMA

Kg(:,:)=zeros(gln*nnodostotal);

for i=1:nelem
%Matriz Elastica para Estado Plano de Tensiones

C(,:,D)=E(i1,2)/(1-mu(i,1)2)*[1 mu(i,1) 0; mu(i,1) 1 0; 0 0 (1-mu(i,1))/2];

%generamos una matriz de rigidez de cada elemento llena de ceros

Ke(:,:,i)=zeros(nnodos*gln);

for p=1:nnodos
%Matriz de las derivadas de la matriz de funciones de forma N con
%respecto a las coordenadas naturales psi y eta

DNn(:,:,p,))=[-1/4*(1-PGauss(p,2)) -1/4*(1-PGauss(p,1));1/4*(1-PGauss(p,2)) -
1/4*(1+PGauss(p,1));1/4*(1+PGauss(p,2)) 1/4*(1+PGauss(p,1));-
1/4*(1+PGauss(p,2)) 1/4*(1-PGauss(p,1))];

%Generacién de la Matriz Jacobiano

J(;,:,p,i)=zeros(gln); %generamos una matriz Jacobiano llena de ceros
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for g=1:nnodos
%JACOBIANO

J(:,-,p,))=[DNn(q,1,p,i)*coornodos(conect(i,q),1)
DNn(q,1,p,i)*coornodos(conect(i,q),2); DNn(q,2,p,i)*coornodos(conect(i,q),1)
DNnN(q,2,p,i)*coornodos(conect(i,q),2)]+J(:,:,p,1);

end

j(p,1,0)=det(J(;,:,p,i)); %DETERMINANTE DEL JACOBIANO

1(,5p,0)=inv(3(:,:,p,i)); %INVERSA DEL JACOBIANO

for g=1:nnodos
%Matriz de las derivadas de la matriz de funciones de forma N con
%respecto a las coordenadas cartesianas x e y
DNc(q,:,p,i)=1(,:,p,i)*DNn(q,:,p,i)"
%Determinacion de la Matriz B
B(:,2*qg-1,p,i)=[DNc(q,1,p,i) 0 DNc(q,2,p,i)];
B(:,2*q,p.i)=[0 DNc(q,2,p,i) DNc(q,1,p.1)];

end

%Matriz de Rigidez de cada elemento

Ke(:,:,))=e(i,1)*B(:,:,p,i) *C(:,:,1)*B(:,:,p,1)*j (1,1) *W(p,1)*W(p,2)+Ke(:,:,i);

end

% Ensamblaje

for r=1:nnodos
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glg(2*r-1,i)=2*conect(i,r)-1;
glg(2*r,i)=2*conect(i,r);

end

for g=1:qll

for h=1:gll

%Matriz de rigidez global del sistema
Kg(glg(a.i).glg(h.i))=Ke(a.h.i)+Kg(glg(g.i).glg(h.i));
end
end

end

fprintf('---Matriz B---)
B=B
fprintf('---Matriz de Rigidez Global---)

KG=Kg %MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL DEL SISTEMA

%REDUCCION DE LA MATRIZ DEL SISTEMA

V=find(dimp); %por defecto busca los valores distintos a cero en el vector de

desplazamientos impedidos y me devuelve en nimero de fila en la g se encuentran
Kred=KG(V,V) %rescata las filas y columnas de V

fr=cargas(V); %rescata las filas y columnas e V
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%determinacién de los desplazamientos nodales resolviendo fr=Kred*dincog

dincog=Kred\fr;

%OBTENEMOS EL VECTOR DE DESPLAZAMIENTOS NODALES

fprintf(*---Vector de Desplazamientos Nodales---')
dd(V)=dincog;

d=dd' %vector de desplazamientos nodales completo

%Estructura Deformada
for p=1:nnodostotal
desp(p,1)=d(2*p-1,1);
desp(p,2)=d(2*p,1);
end
k=1; %factor para amplificacion la estructura deformada

coordesp=coornodos+k*desp;

%GRAFICA DE LA ESTRUCTURA
figure(1)

hold on

title('Gréfico de la Estructura’)
xlabel(‘Eje x')

ylabel('Eje y")

grid on
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for i=1:nelem
for f=1:nnodos
vx(f,1,i)=coornodos(conect(i,f),1);
vx(5,1,i)=coornodos(conect(i,1),1);
vy(f,1,i)=coornodos(conect(i,f),2);
vy(5,1,i)=coornodos(conect(i,1),2);
end
plot(vx(:,1,i),vy(:,1,i),m o -') %grafico de la estructura indeformada
axis([02.201.2])
legend('Estructura Indeformada’)
for f=1:nnodos
vx(f,1,i)=coordesp(conect(i,f),1);
vx(5,1,i)=coordesp(conect(i,1),1);
vy(f,1,i)=coordesp(conect(i,f),2);
vy(5,1,i)=coordesp(conect(i,1),2);
end
plot(vx(:,1,i),vy(:,1,i),'g 0 -") %grafico de la estructura deformada
legend('Estructura Indeformada’,’ Estructura Deformada’)
end

hold off

%DETERMINAMOS LAS REACCIONES EN LOS APOYOS

fprintf('---Vector de Fuerzas---)
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F=KG*d %determinacion de las fuerzas en los grados de libertad

f=find(dimp==0); %busca los grados de libertad con desplazamiento impedido para el

calculo de las reacciones en apoyos

fprintf('---Reacciones en los Apoyos---)

Ra=F(f) %reacciones en los apoyos del sistema

%CALCULO DE TENSIONES Y DEFORMACIONES

for i=1:nelem
for f=1:nnodos
u(2*f-1,1,i)=d(2*conect(i,f)-1,1);
u(2*f,1,i)=d(2*conect(i,f),1);
end
epsilon(:,:,1)=B(:,:,1)*u(:,:,i); %Deformaciones
tao(:,:,1)=C(:,:,i)*epsilon(:,:,i); %Tensiones

end

fprintf('---Deformaciones para el ESTADO PLANO DE TENSIONES---)
Deformacion=epsilon
fprintf(---Tensiones para el ESTADO PLANO DE TENSIONES---")

Esfuerzo=tao
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3.2.3 Estructura del Postproceso.

Se procesan los resultados en forma de imagenes o con otras herramientas, ya que la
cantidad de informacion suele ser demasiado grande para manejarla manualmente.
Algunos programas comerciales en la técnica de los elementos finitos ya traen
incorporada sus herramientas propias de Pre y Post-proceso, este programa se limita

Unicamente a resolver el problema.

Los datos de salida son los siguientes:

1) Matriz [DNn].

Esta matriz muestra las derivadas de las funciones de forma N(&;n) con respecto a
las coordenadas naturales ¢ y n de cada elemento finito evaluado en los nodos de
cuadratura, el tamario de esta matriz es fijo y consta de cuatro filas debido a los cuatro

nodos por elemento y por dos columnas debido a las direcciones ¢ y 1.

2) Matriz []].

Esta matriz genera la matriz Jacobiano para cada elemento finito evaluado en los
nodos de cuadratura, la cual se obtiene interpolando la geometria usando la misma
funcion de forma del elemento utilizado para aproximar el campo de desplazamiento,

el tamafio de esta matriz es fijo y consta de dos filas por dos columnas.

3) Matriz [I]].

Esta matriz genera la matriz inversa del Jacobiano para cada elemento finito, es
determinada a través de la funcién inv(J), el tamafio de esta matriz es idéntica a la

matriz [/].
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4) Matriz [DNc].

Esta matriz muestra las derivadas de las funciones de forma N(x;y) con respecto a
las coordenadas cartesianas x e y de cada elemento finito evaluado en los nodos de
cuadratura, esta matriz fue evaluada como funcién del determinante e inversa del
Jacobiano, la dimensién de esta matriz es fijo y consta de cuatro filas por cuatro

columnas.

5) Matriz [B].

Esta matriz genera la matriz de operadores diferenciales para cada elemento en las
coordenadas x e y que previamente fueron evaluados en los nodos de cuadratura
siendo funcion de la matriz [DNc], tiene tantas filas como tantas deformaciones
unitarias presenta y tantas columnas como grados de libertad total tenga en cada
elemento, para nuestro caso en particular es una matriz de tres filas por ocho

columnas.

6) Matriz [Ke].

Esta matriz genera la matriz de rigidez de cada elemento, fue evaluada en los nodos
de cuadratura a través de la matriz de operadores diferenciales [B] y la matriz
constitutiva [D], es una matriz cuadrada y simétrica de tamafio igual al nimero total
de grados de libertad por elemento, en consecuencia, es una matriz de ocho filas por

ocho columnas.

7) Matriz [Kg].

Esta matriz genera la matriz de rigidez global del sistema, que consiste en ensamblar
todas las matrices de cada elemento y que represente en una sola matriz a toda la
estructura, es una matriz cuadrada y simétrica de tamafio igual al namero total de

grados de libertad.
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8) Matriz [Kr].

Esta matriz genera la matriz de rigidez reducida, que consiste en eliminar filas y
columnas donde son conocidos los desplazamientos prescriptos (condiciones de
contorno) es decir los grados de libertad conocidos, es una matriz cuadrada y
simétrica de tamafio igual al nimero total de grados de libertad desconocidos.

9) Matriz {Md}.

Esta matriz genera los desplazamientos nodales de toda la estructura es decir genera
los desplazamientos incdgnita, su dimensién es igual al numero de nodos para las
filas y las direcciones x e y para las columnas, es determinado como funcion de la
matriz de rigidez reducida [Kr] y el vector de fuerzas resultantes {fr} (segin los

grados de libertad desconocidos).

10) Vector {Ra}.

Este vector genera el vector de fuerzas internas generadas en los apoyos por las
condiciones de contorno establecidas y por lo tanto segun los grados de libertad
conocidos, es determinado como funcidn de la matriz de rigidez ensamblada [Kg] y

el vector de desplazamientos nodales {d} segun los grados de libertad conocidos.

11) Matriz {Deformacion (Strain)}.

Esta matriz genera las deformaciones unitarias en cada elemento evaluados en los
nodos de cuadratura, es determinado como funcion de la matriz de operadores
diferenciales de cada elemento [B] y el vector de desplazamientos nodales de cada

elemento {u}.
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12) Matriz {Esfuerzo (Stress)}.

Estd matriz genera los esfuerzos en cada elemento evaluados en los nodos de

cuadratura, es determinado como funcion de la matriz constitutiva [D] y el vector de

deformaciones unitarias de cada elemento {Deformacion}.

3.3. Limitacion y Campo de Aplicacion del programa.

3.3.1. Limitaciones del programa.

Como todo programa tiene sus limitaciones en el ingreso de datos, en este
caso no es posible ingresar valores de momentos aplicados porque en su
formulacién solo se toman grados de libertad para los desplazamientos y no

asi grados de libertad para los giros o rotaciones.

En el programa cuando se introducen las fuerzas de superficie estas deben ser
necesariamente uniformemente distribuidas, es decir con una altura de carga
constante, en consecuencia, en algunos casos habra que idealizar a este tipo de

carga o fuerza de superficie para el cual ha sido disefiado el programa.

No es posible analizar una losa, debido a que su carga de aplicacion tiene
direccién perpendicular al plano de estudio y por lo tanto esa fuerza tiene una
componente que hace espacial a la estructura y no goza de una condicién

plana como se pretende.
No cuenta con el pre-proceso, por lo tanto, es necesario recurrir a otra

herramienta informatica la cual genere la malla de elementos finitos para el

elemento isoparamétrico desarrollado.
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3.3.2. Campo de Aplicacion del Programa.

Este programa ha sido creado, para hacer el analisis estructural de cualquier tipo de
solido, que goce de las condiciones de un material lineal, homogéneo e isétropo en
una condicién plana de esfuerzos y de deformaciones regidas por las ecuaciones de la
elasticidad bidimensional.

Se dice que una estructura prismatica esta en estado plana de tension si una de sus
dimensiones (espesor) es mucho menor que las otras dos y sobre ella actian
Unicamente cargas contenidas en su plano medio. Entre los problemas de estructuras

que se incluyen dentro de esta categoria podemos citar:

o Andlisis de vigas con diferentes condiciones de apoyo y vigas de gran canto.

o Anadlisis de zapatas bajo carga concentrada.

o Pdrticos planos

o Placas delgadas con cargas en su plano.

o Columnas (caras laterales).

o Presas de contrafuertes.

o Suelos sometidos a cargas y fuerzas de superficies contenidas en el plano de
estudio a analizarse.

o Piezas de geometria arbitraria y con perforaciones en su entorno (Discos).

Una estructura prismatica estd en estado de deformacion plana si una de sus
dimensiones (longitud) es mucho menor que las otras dos y sobre ella acttan
Unicamente cargas uniformemente distribuidas a lo largo de toda su longitud y
contenidas en planos ortogonales al eje que une los centros de gravedad de sus
distintas secciones transversales. Dentro de esta clasificacion se pueden incluir entre

otros:

o Muros de contencion.
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Presas de gravedad.

Presas de materiales sueltos.

Tuberias bajo presion interior.

Problemas de ingenieria del terreno (tlneles, analisis de tensiones bajo

zapatas).

166



4. REQUISITOS PARA LA CONVERGENCIA DE LA SOLUCION.

La aproximacion de elementos finitos debe satisfacer ciertas condiciones que
garanticen que a medida que se utilicen mas elementos para modelar una estructura la

solucion se aproxime mas a la exacta.

Dentro de este contexto las condiciones esenciales para la convergencia de la

solucién de elementos finitos son las siguientes:

4.1. Condicion de equilibrio interno.

La ecuacion de equilibrio global de la malla se obtiene estableciendo que la suma de
las fuerzas nodales de equilibrio en cada nodo debe ser igual a la fuerza nodal

ZFr = Feq
e

exterior.

Donde el sumatorio representa la suma de las contribuciones de los vectores de fuerza

nodales de equilibrio de los distintos elementos que comparten el nodo.

Por consiguiente, las ecuaciones de equilibrio de la malla se pueden obtener a partir
de las contribuciones de las matrices de rigidez y los vectores de fuerzas nodales
equivalentes de los diferentes elementos, siguiendo las mismas reglas que el caso de
estructuras de barras. Asi pues, tras el ensamblaje la ecuacién matricial global se

puede escribir:

Ka=f

Donde K, a y f son respectivamente, la matriz de rigidez, el vector de

desplazamientos nodales y el vector de fuerzas nodales equivalentes de toda la malla.
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Hay que sefialar que las fuerzas nodales de equilibro debido a las fuerzas de iteracion
entre los contornos de dos elementos adyacentes se anulan en ensamblaje, pues dichas
fuerzas tienen igual modulo y direccion, pero sentidos opuestos en cada elemento.
Por tanto, a efectos practicos, solamente hay que considerar el efecto de las fuerzas de
superficie cuando se trate de fuerzas exteriores actuantes sobre lados de elementos

que pertenecen al contorno de la estructura.

Verificacion:
Se analizara el equilibrio interno en una Viga de Hormigdn Armado con modulo de
elasticidad E = 24000 MPa y coeficiente de Poisson v = 0,25 esta simplemente

apoyada y sometida a una carga puntual en centro luz de magnitud P = 50000 N, tiene
una longitud L = 1,00 m, una altura h = 0,20 m y un ancho b = 0,20 m.

P=50000 N
v a
J 4 < 0.20m
4 a 44 < :
a 4 a <
<
<t
1.00m 0.20m

Figura 4.1.1.: Viga de Hormigon Armado simplemente apoyada.

Se discretizé con elementos de lados 250 mm x 100 mm, la malla cuenta con 15

nodos y 8 elementos.
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250 mm

Q
©
©)

100 mm

Figura 4.1.2.: Mallado de la viga.

Equilibrio interno para cada elemento:

———Vector de fuerzas de egquilibrioc por elemento———
Fr(:,:,1) =

1.0e+04 *

3.3217
-0.0452
-1.936%9
-1.2785
-1.384%9
-1.1713

Fr{:,:,2) =
1.0e+04 *

-3.3217
0.0452
b.0Z42

-0.0000

-1.618%9

-1.0810

-1.083¢6
1.0318

Figura 4.1.3.: Equilibrio interno para los elementos 1 y 2.
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Fri{:,:,3) = Fr{:,:,5) = Fri:,:,7) =

1.0e+04 * 1.0e+04 * 1.0e+04 *
-6.0242 1.3845 -2.0704
-0.0000 1.1713 1.0810
3.3217 1.5434 -1.4771
0.04582 -1.0560 1.3037
1.0836 -2.59283 -2.59283
1.0318 -0.1153 0.1153
1.618% 0 6.4758
-1.0810 —-0.0000 2.5000

Fri:,:,4) = Fr(:,:,8) = Fri:,:,8) =

1.0e+04 * 1.0e+04 * 1.0e4+04 *®
-3.3217 1.4771 -1.5434
-0.04592 1.3037 -1.05&60
0 2.0704 -1.3849
I} 1.0810 1.1713
1.384%5 -6.4T758 0
-1.1713 2.5000 0
1.5936%5 2.9283 2.9283
-1.27%585 0.1153 -0.1153

Figura 4.1.4.: Equilibrio interno para los elementos 3, 4, 5, 6, 7 y 8.

Equilibrio interno de todo el continuo después de ser ensamblado:

—-—=Vector de fuerzas de equilibrio en los nodos——-
Feq =

[ e T e T s T e B
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a
a
a
a
a
a
a
0
0
a
a
0
0
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a

Figura 4.1.5.: Equilibrio interno del continuo.

4.2. Condicion de Continuidad.
El campo de desplazamientos debe ser continuo en el interior de cada elemento.

Esta evidente condicion se satisface automaticamente al utilizar aproximaciones
polindmicas para el campo de desplazamientos. Por consiguiente, en la practica no

hay que preocuparse de ella.

4.3. Condicion de Derivabilidad.

Es obvio que la aproximacion polindmica escogida debe ser derivable al menos hasta

el orden de las derivadas que aparecen en las integrales del problema (principio de los
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trabajos virtuales). En caso contrario nunca se podrian reproducir con la

aproximacion de elementos finitos todos los términos de dichas integrales.

4.4. Condicion de Integrabilidad.

Légicamente, las funciones de forma deben de ser tales que las integrales de la
expresion de los trabajos virtuales tengan funcion primitiva. Para explicar esta
condicion consideremos el sencillo ejemplo de la Figura 4.4.1. donde se ha

representado una funcion lineal continua f(x) y sus dos derivadas.

o
[
=k

Figura 4.4.1. Ejemplo de condicion de Integrabilidad de una funcion y sus derivadas.

Vemos que la integral f(x) en el intervalo considerado existe y es igual al area
rayada de la figura. Asimismo, existe la integral de su primera derivada f'(x) pese a
que no es una funcion continua. Finalmente, vemos que la derivada segunda f"(x)

tiene puntos singulares, fruto de la discontinuidad de f“(x) y no es integrable.

Hemos visto que las integrales del PTV aparecen Unicamente derivadas de primer
grado del desplazamiento axial, por tanto, de acuerdo con lo anterior, basta con que
dicho desplazamiento sea simplemente continuo (continuidad de clase C,). Dicha
continuidad esta garantizada en el interior del elemento al escoger funciones de forma

polindmicas, y entre elementos, al venir definido univocamente el desplazamiento por
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unico valor en los nodos. Por consiguiente, la continuidad de la variable esta

totalmente garantizada.

Esta condicion es de gran importancia y hay que tenerla muy en cuenta a la hora de

escoger las funciones de forma.

4.5. Criterios de la Parcela.

En la basqueda de criterio sencillos para predecir la convergencia o divergencia de un
elemento, Irons estableci6 un procedimiento basado en un razonamiento de tipo fisica
e intuitivo que précticamente se ha establecido como el més adecuado y utilizado en

la practica para los fines citados.

El método recibe el nombre de criterio de la parcela y se basa en solucionar un
conjunto, o parcela, de elementos y aplicar en los nodos del contorno de la parcela
movimientos prescritos correspondientes a un campo de desplazamientos prefijado y
conocido en toda ella. Se dice entonces que satisface el criterio de la parcela, lo que
garantiza su convergencia si la solucion obtenida para los desplazamientos y
deformaciones en el interior de la parcela coincide con lo que se deducira

analiticamente del campo de desplazamientos conocido.

Del criterio de la parcela se desprenden dos importantes condiciones para la

convergencia del elemento.

4.5.1. Condicion de deformacion constante.

A medida que la malla de elementos finitos se refina las condiciones dentro de cada
elemento se aproximardn mas a las de un estado de deformacidon constante.
Obviamente, todo elemento debe ser capaz de reproducir dicho estado para garantizar

la convergencia en el limite.

Esta condicion correspondera a la aplicacion del criterio de la parcela con un campo
de desplazamientos prescritos que produzca un estado de deformacién constante.

173



Se realiza la verificacién de la condicién mediante un continuo de Hormigon Armado
con mdédulo de elasticidad E = 24000 MPa y coeficiente de Poisson v = 0,25, las
condiciones de apoyo Y las cargas a las que esta sometido se muestran en la Figura

4.5.1. donde P = 50000 N, tiene una longitud L = 0.6 m, una altura h = 0,40 m y un
ancho b = 0,20 m.

——» 2p

| >

Figura 4.5.1. Elemento continlio sometido a cargas.

Se discretizd con elementos irregulares, la malla cuenta con 9 nodos y 4 elementos.

| 400 mm » P
N
3 (@ 3
o
|l © :
3
P op
N
3
> @ 5
® 3
| -
300 mm 300 mm

Figura 4.5.2. Mallado del elemento.
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Los Esfuerzos del ejercicio propuesto para la condicion de deformacion constante son

los siguientes:

—-—=Vector de Esfuerzos---
Stress(:,:,;,1) =

2.5000 2.5000 2.5000 2.5000
0.0000 0 0 0.0000
—0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Stress(i, 1, 2) =
2.5000 2.5000 2.5000 2.5000
0 0 —0.0000 —-0.0000
0,0000 —0.0000 —0.0000 Q0
Stress(:,:,3) =
2.5000 2.5000 2.5000 2.5000
—0.0000 —0.0000 —0.0000 —-0.0000
—0.0000 —0.0000 —0.0000 —-0.0000
Stress(i, 1 ,4) =
2.5000 2.5000 2.5000 2.5000
0.0000 —0.0000 —0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0GGﬂ

Figura 4.5.3.: Resultados del ejercicio para la condicién de deformacion constante.

4.5.2. Condicién de sélido rigido (deformacién nula).

Al someter a un elemento, o una parcela de elementos, a un campo de movimientos
prescritos en su contorno correspondientes a un movimiento del conjunto como
solido rigido, debe obtenerse un estado de deformacion nula en su interior; si no fuera

asi, dicho elemento puede no ser adecuado para reproducir estados de deformacién
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mas complejos. Adviértase que este es un caso particular del anterior para una

deformacion constante igual a cero.

Los movimientos o desplazamientos prescritos a los que esta sometido él elemento se

presentan en la Figura 4.5.4.

A=10 mm A=10 mm

A=10 mm A=10 mm
P >

Figura 4.5.4. Elemento continto sometido a desplazamientos.

Se exponen a continuacion los resultados de deformaciones del ejercicio para la

condicion de solido rigido:

———Matriz de Deformaciones—-—-
Strain(:,:,1) =

0.0354 0.0347 0.03%1 0.0425
0 0 0 0
0.0063 0.0153 0.0172 0.0075

Strainm(:,:,2)

1.0e-18 *
0 0 0 0
0 a 0 0
0.1388 -0.0347 0.0173 0
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Strain(:,:,3) =

0.0366 0.0567
0 0
-0.0134 -0.0757

Strain(:,:,4) =

0 0
0 0
—-0.0500 —-0.0500

Figura 4.5.5.: Resultados del ejercicio para la condicién de sélido rigido.

0.0085
0
-0.0415

0
0
—-0.0500

0.0065

—-0.0087

0
0
—-0.0500
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5. EJERCICIOS DE APLICACION.

A continuacion, se analizaran tres tipos de ejercicios de aplicacion usando el
programa desarrollado. En el primer ejercicio se analizaran los esfuerzos y
desplazamientos en una viga de Hormigon Armado, en el segundo se muestra una
aplicacion de la mecénica de suelos, con la finalidad de obtener la respuesta del suelo
bidimensional ante la accidn de una cimentacion continua, posteriormente en el tercer
ejercicio se analizara el efecto de perforaciones en placas delgadas sometidas a
esfuerzos de traccion. En ambos casos, se busca obtener la distribucion de esfuerzos a
lo largo de la region continua del dominio eléstico. Dichos resultados son
comparados con soluciones analiticas, usando al elemento finito triangular lineal

como asi también usando el programa comercial ANSYS.

5.1. Ejercicio de aplicacion No 1.

Una Viga de Hormigon Armado con moédulo de elasticidad E = 24000 MPa y
coeficiente de Poisson v = 0,25 esta simplemente apoyada y sometida a una carga
puntual en centro luz de magnitud P = 50000 N, tiene una longitud L = 1,00 m, una
altura h = 0,20 m y un ancho b = 0,20 m. Se busca encontrar los esfuerzos y

desplazamientos en centro luz, a continuacidn, se muestra dicha figura:

P=50000 N
v a
J 4 < 0.20m
4 a 44 < :
a 4 a <
g
<t
1.00 m 0.20m

Figura 5.1.1.: Viga de Hormigon simplemente apoyada.
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De acuerdo a la teoria de la resistencia de los materiales, para una viga simplemente

apoyada con una carga aplicada puntual en el centro, estan definidas por las
siguientes formulas:

PL3
A= 18E] (5.1)
My 3PL
o= = 6D

Donde:

P — Carga concentrada aplicada.

L - Longitud de la viga

E — Modulo de Elasticidad del material que estd compuesto la viga.
I — Esel momento de inercia de la seccion transversal.

h —  Altura de la viga.

M — Momento Flector en el centro de la viga.

y — Distancia del eje Neutro al punto donde se quiere calcular el esfuerzo.

Para el programa se definieron tres tipos de malla de elementos finitos, las cuales

describimos a continuacion:

Malla No 1:

Se discretizé con elementos de lados 250 mm x 100 mm, la malla cuenta con 15

nodos y 8 elementos.
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250 mm

100 mm

Figura 5.1.2.: Malla No 1 de elementos tipo cuadrilateros.

Los esfuerzos y desplazamientos obtenidos a través de la teoria de la resistencia de

materiales, el programa con el enmallado No 1, el elemento finito triangular y el

programa comercial ANSYS como asi también sus porcentajes de error de

aproximacion a la tedrica se muestran a continuacion:

Resistecia Ansys Programa ST Ansys Programa ST
de los Malla N°1 Malla N°1
Oy (MPa) Oy, (MPa) Oy, [MPa) O, [MPa) Dif.% Dif.% Dif.%
-9,375 -4,6118 -4,6770 -1,4575 50,81 50,11 84,45
0 -0,1455 -0,0846 0,0025 6,00 7,80 0,25
9,375 4,2709 4,3266 1,4181 54,44 53,85 84,87
Resistecia Ansys Programa ST Ansys Programa ST
de los Malla N°1 Malla N°1
A (mm) A (mm) A (mm) A (mm) Dif.% Dif.% Dif.%
0,3255 0,2176 0,2272 0,1231 33,15 30,20 62,18

Figura 5.1.3.: Tabla de comparacion de esfuerzos y desplazamientos.

Se muestra a continuacion la distribucién de esfuerzos horizontales en todo el

dominio elastico de la viga de Hormigon Armado, a traves, del programa ANSY'S:
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1
NODAL SOLUTION

SUB =1

Figura 5.1.4.: Distribucion de esfuerzos o, - ANSYS.

Malla No 2:
Se discretizé con elementos de lados 125 mm x 100 mm, la malla cuenta con 27

nodos y 16 elementos.

250 mm

100 mm

Figura 5.1.5.: Malla No 2 de elementos tipo cuadrilateros.
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Se muestran a continuacion los esfuerzos y desplazamientos obtenidos a través de la
teoria, el programa con el enmallado No 2, el elemento finito triangular y el programa

ANSYS, como también sus porcentajes de error de aproximacion:

Resistecia Programa Programa
Ansys CsT Ansys CST
de los Malla N° 2 Malla N°2
Gy (MPa) Gy (MPa) Gy (MPa) Gy, (MPa) Dif.% Dif.% Dif.%
-9,375 -7,5930 -7,6645 -2,8501 19,01 24,28 69,60
0] 0,0667 0,1234 0,0450 6,25 11,38 4,31
9,375 7,0032 7,0659 2,7581 25,30 24,63 70,58
Resistecia Programa Programa
Ansys & CST Ansys e CsT
de los Malla N°2 Malla N°2
A (mm) A (mm) A (mm) A (mm) Dif % Dif.% Dif.%
0,3255 0,3057 0,3083 0,1925 6,08 5,28 40,86

Figura 5.1.6.: Tabla de comparacién y aproximacion de esfuerzos y desplazamientos.

A continuacion, se expone la distribucion de esfuerzos horizontales de la viga de

Hormigdn Armado, a traveés, del programa ANSY'S:

1
NODAL SOLUTION

Figura 5.1.7.: Distribucion de esfuerzos o,, - ANSYS.



Malla No 3:

Se discretiz6 con elementos de lados 62.5 mm x 100 mm, la malla cuenta con 51

nodos y 32 elementos.

62.5 mm

100 mm

Figura 5.1.8.: Malla No 3 de elementos tipo cuadrilateros.

Los esfuerzos y desplazamientos conseguidos a través del programa para el
enmallado No 3, la teoria de la resistencia de materiales, el elemento finito triangular

lineal y el programa comercial ANSYS, se muestran en la siguiente tabla:

Resistecia o Programa o e Programa s
de los Malla N°3 Malla N°3

G, (MPa) 0y, (MPa) 0, (MPa) Oy, (MPa) Dif.% Dif.% Dif.%
-9,375 -9,2236 -9,2977 -3,6800 1,61 0,82 60,75

0 -0,1533 -0,0907 0,0935 13,29 8,32 8,55

9,375 8,1736 8,2291 3,5231 12,81 12,22 62,42

Resistecia Ansys Programa CST Ansys Programa ST
de los Malla N°3 Malla N3
A (mm]) A (mm) A (mm) A (mm) Dif.% Dif.% Dif.%
0,3255 0,3417 0,3441 0,2285 4,98 5,71 29,80

Figura 5.1.9.: Tabla de comparacion y aproximacion de esfuerzos y desplazamientos.

De manera mas amplia y general se muestra a continuacion la distribuciéon de

esfuerzos horizontales de la viga, a través, del programa ANSYS:
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Figura 5.1.10.: Distribucion de esfuerzos o, - ANSYS.

Siguientemente se muestra una grafica de comparacion de la convergencia de la

solucién como funcidn del nimero de nodos entre los métodos descritos, el valor del

esfuerzo en el nodo estudiado es o, =9,375Mpa y el desplazamiento 4 =

0.3255 mm,

10,000
9,000
8,000
7,000
6,000
5,000
4,000
3,000
2,000
1,000
0,000

Esfuerzo o,, (MPa)

entonces
Comparacion de Esfuerzos "Viga HoAo"
0 10 20 30 40 50 60

Nimero de nodos

Figura 5.1.11.: Grafica de comparacion de esfuerzos.

resulta:

Resistencia M.
Ansys
Programa

CST

184



Comparacion de desplazamientos ""Viga HoAo"

__ 04
€ 035
é ! T S S STTPIUTRS eyt RN
p 0,3
o
r 025 1A L e Resistencia M.
2 02
g 0,15 Ansys
N
£ 01 Programa
o
o 0,05
a CST

0

0 10 20 30 40 50 60

Numero de nodos

Figura 5.1.12.: Grafica de comparacion de desplazamientos.

En funcién del nimero de nodos y la aproximacion al teérico en porcentaje de los
resultados expresados por el programa para esfuerzos en el nodo estudiado, se
encontrd una linea de tendencia representativa, generando una ecuacion entre estas

dos variables, como se muestra a continuacion:

Aproximacion vrs. Numero de nodos“Viga™

120,00
100,00
80,00

60,00

40,00
y =11,297x035%
20,00 R*=0,9789

Aproximacion de Resultado (%)

0,00
0 10 20 30 40 50 60

Numero de Nodos (n)

Figura 5.1.13.: Gréafica: Aproximacién de Resultados de esfuerzos vrs. Numero de
Nodos.
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La ecuacién Resultado % = 11,297n°5%%, es la mA&s representativa para la
convergencia de la solucion, de esfuerzos del nodo que se analizd, en este tipo de

ejemplo, la misma que solo sera valida para problemas con datos similares.

Forma manual:

Se va desarrollar a continuacion de forma manual y paso a paso el mismo ejercicio de
la viga descrito anteriormente, pero en esta oportunidad se discretizard con cuatro
elementos finitos cuadrilateros de 500 x 100 mm para un mejor conocimiento sobre el
desarrollo del método aplicado.

Los pasos recomendados a seguir son los siguientes:

PASO N°1: Se tiene que calcular el nimero de grados de libertad total, el grado de

libertad por nudo es igual a 2.

GLN - Grados de libertad por nudo
GLT - Grados de libertad total
n - Numero de nudos

Por lo tanto:

GLT =n*GLN =92 =18

PASO N°2: Enumerar los diferentes nudos y elementos de forma ordenada, luego se
comienza a numerar los grados de libertad de forma ascendente (1,2,3,4,....,18). La

grafica que muestra dicha operacion es la siguiente:
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- 100 mm o 100 mm ©
IN

3
500 mm 2 500 mm A

Figura 5.1.14.: Enumeracion de los nodos.

18 16 14
A [ A
17 15
e - = »13
£
g &l2 @ 410 @ A8
- 11 9
— = »7
£
§“2 @ a4 @ A6
o
- 1 3 .
> = »5
500 mm 500 mm

Figura 5.1.15.: Enumeracion de los grados de libertad e identificacion de los

elementos.

PASO N°3: Crear la matriz constitutiva [C] para la condicion plana de esfuerzos, esta
matriz es simétrica y cuadrada de 3 x 3 y depende de las constantes elasticas u =
0.25 (coeficiente de Poisson) y E = 24000 Mpa (Mddulo de elasticidad), esta matriz

es la misma para los 4 elementos finitos porque se trata de un mismo material.

Esta matriz constitutiva se calcula de la forma:

C

1
1 _ 42
1—v 0

o W<
(@)
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Por lo tanto, reemplazando valores se tiene:

25600 6400
C= 6400 25600
0 0

9600

PASO N°4: Crear la matriz de derivadas de funciones de forma en coordenadas

naturales [DNn], esta matriz tiene dimensiones 4 x 2, es avaluada en los cuatro nodos

de cuadratura donde cada nodo tiene sus coordenadas (&;,n;) definidas por Gauss

Legendre con los valores siguientes:

Esta matriz se calcula por la siguiente expresion:

DNn =

& n

-0,57 -0,57

0,57 -0,57

0,57 0,57

-0,57 0,57

Ja-m ;-
J0-m —a+0
HEET BTy

—Jaem 30— |
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Reemplazando valores se obtiene dicha matriz evaluada en los nodos de cuadratura:

DNnl1=

DNn2=

DNn3=

DNn4=

-0,3925
0,3925
0,1075

-0,1075

-0,3925
0,3925
0,1075

-0,1075

-0,1075
0,1075
0,3925

-0,3925

-0,1075
0,1075
0,3925

-0,3925

-0,3925
-0,1075
0,1075

0,3925

-0,1075
-0,3925
0,3925

0,1075

-0,1075
-0,3925
0,3925

0,1075

-0,3925
-0,1075
0,1075

0,3925

PASO N°5: A continuacion, se crea la matriz jacobiana junto a su determinante y su

inversa, estas matrices mencionadas son funcién de las coordenadas cartesianas y las

derivadas parciales de las funciones de forma respecto de las coordenadas naturales.
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La matriz Jacobiana se calcula por la expresion:

aNi aNl 'I
(e) Tl=4| aé— xl af le 1 xl x2 x3 x4
9= \om  am |=3
izli_%xi %J’LJ' 43’1 Y2 Y3 Va
n n

Reemplazando los valores en la matriz Jacobiana y calculando para cada nodo de

cuadratura resulta:

J1= 250
0
J2= 250
0
J3= 250
0
J4= 250
0

Luego calculando su determinante resulta:

detJ1= 12500
detJ2= 12500
detJ3= 12500
detJ4= 12500

50

50

50

50
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Una vez obtenido la matriz Jacobiana juntamente con su determinante, es posible

calcular su inversa de la forma:

Entonces resulta:

invJl=

invl2=

invJ3=

invl4=

1

J7t == (Adj(D")

I

0,004

0,004

0,004

0,004

0,02

0,02

0,02

0,02

Paso N°6: Se crea la matriz de derivadas de funciones de forma en coordenadas

cartesianas [DNc], esta matriz tiene dimensiones 4 x 2, es funciéon de la matriz

inversa del jacobiano [J]~! y de la matriz transpuesta de derivadas de funciones de

forma en coordenadas naturales.

Esta matriz se calcula de la forma:

pNe =4 9% 4 = T ownl”

(aNl-\
0x

ay
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Reemplazando valores se obtiene:

-0,0016 -0,0079
DNcl= 0,0016 -0,0022
0,0004 0,0022
-0,0004 0,0079
-0,0016 -0,0022
DNc2= 0,0016 -0,0079
0,0004 0,0079
-0,0004 0,0022
-0,0004 -0,0022
DNc3= 0,0004 -0,0079
0,0016 0,0079
-0,0016 0,0022
-0,0004 -0,0079
DNc4= 0,0004 -0,0022
0,0016 0,0022
-0,0016 0,0079

Paso N°7: Se crea la matriz de operadores diferenciales [B], tiene tantas filas como
deformaciones unitarias y tantas columnas como grados de libertad tenga un
elemento, en consecuencia, es una matriz de dimensiones 3 x 8 que es funcion
netamente de la matriz de derivadas de funciones de forma en coordenadas

cartesianas.
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Esta matriz se evalUa por:

roN. ON ON ON 1
21 hi' 0 '3 0 4 0
0x 0x 0x 0x
oN, oN, 0N, ON,
B=|0 —/— —-_— —-_— —-_—
dy dy dy dy
L dy  Ox dy 0x dy 0x ady Ox |
Reemplazando se obtiene:
-0,0016 0 0,0016 0 0,0004 0 -0,0004 0
Bl= 0 -0,0079 0 -0,0022 0 0,0022 0 0,0079
-0,0079 -0,0016 -0,0022 0,0016 0,0022 0,0004 0,0079  -0,0004
-0,0016 0 0,0016 0 0,0004 0 -0,0004 0
B2= 0 -0,0022 0 -0,0079 0 0,0079 0 0,0022
-0,0022 -0,0016 -0,0079 0,0016 0,0079 0,0004 0,0022 -0,0004
-0,0004 0 0,0004 0 0,0016 0 -0,0016 0
B3= 0 -0,0022 0 -0,0079 0 0,0079 0 0,0022
-0,0022  -0,0004 -0,0079 0,0004 0,0079  0,0016 0,0022 -0,0016
-0,0004 0 0,0004 0 0,0016 0 -0,0016 0
B4= 0 -0,0079 0 -0,0022 0 0,0022 0 0,0079
-0,0079  -0,0004 -0,0022 0,0004 0,0022 0,0016 0,0079 -0,0016

Paso N°8: Se crea la matriz de rigidez de cada elemento [K(®], es una matriz
cuadrada y simetrica igual al nimero de grados de libertad total por elemento, es

decir, tienen dimensiones 8 x 8, es funcion de: la matriz de operadores diferenciales
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[B], la matriz constitutiva [C], el espesor (t) y el determinante de la matriz Jacobiana
(det)).

Esta matriz de manera analitica se calcula mediante la expresion:

[. ON;ON; ON; ON; ON; ON; dN; ON;
1 1o J 4 J 4 J 4 J
K. = Illaxax 3 9y ay 12°9x 0y 336y6xit||dd
i = lc ONON, . NN, . aNON; . aN;ON, J J1dSdn
B dy Ox 3 9x dy 19y oy 3 9x ox

esta matriz se obtiene por técnicas de integracion y por lo complejo que resulta
integrar fracciones polindmicas se recurre a la integracion numérica, en consecuencia,

se desarrolla la integracion de Gauss Legendre de la forma:

1 1 n=2n=2
K¢ = f ftBT(fJ?)C B(¢,m|j¢ldgdn =t BT (&,m;) CB(&:,m;)J¢Iwiw;
-1 -1 i=1 j=1
Haciendo las operaciones resulta:
1 2 3 4 9 10 11 V)

35189344 800000 1281065,6 -160000 -1793065,6 -800000 -3006934,4 160000 1
800000 8606550,4 160000 4133449,6 -800000 -4385443,6 -160000 -84145504 | 2
1231065,6 160000 35189344 -800000 -3006934,4 -160000 -1793065,6 800000 3
k1= -160000 4193449,6 -800000 86065504 160000 -§414550,4 800000 -4385449,6 | 4
-1793065,6 -800000 -3006934,4 160000 3513934 4 800000 1281065,6 -160000 9
-800000 -4385443,6 -160000 -8414550,4 800000 5606550,4 160000 41934496 | 10
-3006934,4 -160000 -1733065,6 800000 1281065,6 160000 3518934 4 -800000 1
160000 -8414550,4 800000 -4385443,6 -160000 4133449,6 -800000 86065504 | 12

Por ser los 4 elementos de iguales dimensiones las matrices de cada elemento también

son iguales, por lo tanto:
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3 4 5 ] 7 8 9 10

35189344 800000 1281065,6 -160000 -1793065,6 -800000 -3006934,4 160000

800000 86065504 160000 4193449,6 -300000 -4385443,6 -160000 -§414550,4
1281065,6 160000 35183344 -800000 -3006934,4 -160000 -1793065,6 800000
k2= -160000 4193449,6 -300000 86065504 160000 -3414550,4 800000 -4385443,6
-1793065,6 -800000 -3006934,4 160000 35183344 800000 1281065,6 -160000

-800000 -4385443,6 -160000 -8414550,4 800000 86065504 160000 4133449,6
-3006934,4 -160000 -1793065,6 800000 1281065,6 160000 35183344 -800000

160000 -§414550,4 800000 -4385443,6 -160000 4193449,6 -800000 86065504 | 10

LY =T - - T B -

1 12 9 10 15 16 17 18
351859344 800000 1281065,6 -160000 -1793065,6 -800000 -3006334,4 160000 1
800000 86065504 160000 4193449,6 -800000 -4385443,6 -160000 -8414550,4 | 12
1281065,6 160000 3518934,4 -800000 -3006934,4 -160000 -1793065,6 800000 9
k3= -160000 4193449,6 -800000 86065504 160000 -8414550,4 800000 -4385443,6 | 10
-1793065,6 -800000 -3006934,4 160000 3515934,4 800000 1281065,6 -160000 15
-800000 -4385449,6 -160000 -8414550,4 300000 8606550,4 160000 41934496 | 16
-3006934,4 -160000 -1793065,6 800000 1281065,6 160000 35189344 -800000 17
160000 -8414550,4 800000 -4385443,6 -160000 4193449,6 -800000 8606550,4 | 18

9 10 7 8 13 14 15 16
35183344 800000 1281065,6 -160000 -1793065,6 -800000 -3006934,4 160000 9
800000 8606550,4 160000 4193443,6 -800000 -4385443,6 -160000 -8414550,4 | 10
1281065,6 160000 35189344 -800000 -3006934,4 -160000 -1793065,6 800000 1
ka= -160000 4193449,6 -800000 86065504 160000 -§414550,4 800000 -43854496 | 8
-1793065,6 -800000 -3006934,4 160000 35183344 800000 1281065,6 -160000 13
-800000 -4385449,6 -160000 -8414550,4 800000 5606550,4 160000 41934436 | 14
-3006934,4 -160000 -1793065,6 800000 1281065,6 160000 3518334,4 -800000 15
160000 -8414550,4 800000 -4385449,6 -160000 4193449,6 -800000 8606530,4 | 16

Paso N°9: Se procede a ensamblar la matriz de rigidez de todo el sistema, es decir
sumar las componentes de una matriz que concurran en una misma fila y columna,

esto se expresa de la forma:

e=4

(K] = E[K(e)]

e=1
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Por lo tanto, dicho ensamble resulta: (\Ver anexo Il Matrices de Rigidez).

Paso N°10: Se procede a ensamblar el vector de fuerzas nodales del sistema, que
resultan de sumar componente a componente de las fuerzas resultantes en los nodos

debido a las fuerzas de volumen, fuerzas de superficie y fuerzas puntuales.

En consecuencia, se expresa de la siguiente manera:

(1= {r)
e=1

Por tratarse de solo una fuerza puntual en el nodo 8, resulta:

0 1
0 2
0 3
0 4
0 5
0 6
0 7
f= 0 8
0 9
0 10
0 11
0 12
0 13
0 14
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-50000

15

16

17

18

Paso N°11: Se procede a reducir la matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales,

quitando las filas y columnas donde los grados de libertad son conocidos.

La matriz de rigidez reducida se muestra: (Ver anexo Il Matrices de Rigidez):

El vector de fuerzas nodales reducido:

10

11

12

13

14

15

16

17

18
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Paso N°12: Se calcula el vector de desplazamientos nodales de toda la estructura,

tendra tantas filas como grados de libertad desconocidos tenga en total toda la

estructura, es funcion de la matriz inversa de rigidez reducida [K]~! y el vector de

fuerzas reducido {f}.

La matriz de rigidez inversa [K]~? resulta: (Ver anexo Il Matrices de Rigidez)

El vector de desplazamiento se calcula como:

[Keallae} = {fo}

Por lo tanto, resolviendo resulta:

\)

0,0296
-0,1049
0,0593
0,0309
-0,0032
0,0296
-0,1051
0,0283
-0,0032
0,0026
-0,0021
0,0296
-0,1069
0,0567
-0,0021

{aa} = [Kaa]_l{fa}

© 00 N 0B~ W

11
12
13
14
15
16
17
18
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Vector de desplazamientos nodales por elemento:

al=

az2=

a3

0,0296
-0,1049
0,0296
-0,1051
0,0283

-0,0032

0,0296
-0,1049

0,0593

0,0309
-0,0032
0,0296

-0,1051

0,0283
-0,0032

0,0296

0,0296

-0,1069

10

11

12

10

11

12

10

15

16
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0,0567

-0,0021

0,0296
-0,1051

0,0309

ad= 0,0026
-0,0021
0,0296

-0,1069

17

18

10

13

14

15

16

PASO N°13: Con el vector de desplazamientos nodales conocidos y con la matriz de

operadores diferenciales cuyas componentes estdn en funcién a las coordenadas

cartesianas del elemento finito.

El vector de deformaciones en cada elemento asociado a cada nodo de cuadratura es

expresado por la siguiente ecuacion:

{s(e)} = [B(e)]{a(E)}

Dando como resultado para cada elemento lo siguiente:

Elemento 1:
4,7088E-05
&= -2,5940E-05 &=
1,3958E-05

4,7088E-05
-9,0603E-06
-1,4754E-04

&=

1,4788E-05
-9,0603E-06
-1,4417E-04

1,4788E-05
e=| -2,5940E-05
1,7334E-05
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Elemento 2:

4,7088E-05

&= -9,0603E-06

1,4754E-04
Elemento 3:

-9,5792E-06

&= 5,1065E-06

1,7334E-05
Elemento 4:

-9,5792E-06

&= -1,1773E-05

1,4417E-04

4,7088E-05
&= | -2,5940E-05
-1,3958E-05

-9,5792E-06
e= | -1,1773E-05
-1,4417E-04

-9,5792E-06
5,1065E-06
-1,7334E-05

on
I

1,4788E-05
e= | -2,5940E-05
-1,7334E-05

-4,1879E-05
e= | -1,1773E-05
-1,4754E-04

-4,1879E-05
5,1065E-06
-1,3958E-05

on
I

1,4788E-05
-9,0603E-06
1,4417E-04

-4,1879E-05
5,1065E-06
1,3958E-05

-4,1879E-05
-1,1773E-05
1,4754E-04

Y ordenando en un formato de matriz los resultados de las deformaciones en los

cuatro nodos de cuadratura resultan:

gl=

€2=

3=

4,7088E-05
-2,5940E-05

1,3958E-05

4,7088E-05
-9,0603E-06

1,4754E-04

-9,5792E-06
5,1065E-06

1,7334E-05

4,7088E-05
-9,0603E-06

-1,4754E-04

4,7088E-05
-2,5940E-05

-1,3958E-05

-9,5792E-06
-1,1773E-05

-1,4417E-04

1,4788E-05
-9,0603E-06

-1,4417E-04

1,4788E-05
-2,5940E-05

-1,7334E-05

-4,1879E-05
-1,1773E-05

-1,4754E-04

1,4788E-05
-2,5940E-05

1,7334E-05

1,4788E-05
-9,0603E-06

1,4417E-04

-4,1879E-05
5,1065E-06

1,3958E-05
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-9,5792E-06  -9,5792E-06  -4,1879E-05  -4,1879E-05
&= -1,1773E-05 5,1065E-06 5,1065E-06 -1,1773E-05

1,4417E-04 -1,7334E-05  -1,3958E-05 1,4754E-04

PASO N°14: Finalmente conociendo las deformaciones en todos los elementos como
también la matriz constitutiva cuyas componentes estan en funcion al coeficiente de
Poisson y al Mddulo de Elasticidad el tamafio de la matriz para una condicién plana

de esfuerzos y deformaciones es de 3 x 3.

El vector de esfuerzos en los elementos es calculado por la siguiente ecuacion:

{O-(e)} = [C(e)]{g(e)}

A continuacion, se muestran los resultados para cada elemento:

Elemento 1:
1,0394 1,1475 0,3206 0,2125
6= -0,3627 6= 0,0694 o=| -0,1373 o=| -0,5694
0,1340 -1,4164 -1,3840 0,1664

Elemento 2:
1,1475 1,0394 0,2125 0,3206
6= 0,0694 6= -0,3627 o=| -0,5694 o=| -0,1373
1,4164 -0,1340 -0,1664 1,3840

Elemento 3:
-0,2125 -0,3206 -1,1475 -1,0394
6= 0,0694 6= -0,3627 o=| -0,5694 o=| -0,1373
0,1664 -1,3840 -1,4164 0,1340
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Elemento 4:

-0,3206 -0,2125 -1,0394 -1,1475
o= -0,3627 o= 0,0694 o=| -0,1373 o=| -0,5694
1,3840 -0,1664 -0,1340 1,4164

Y ordenando en un formato de matriz los resultados de los esfuerzos en los cuatro

nodos de cuadratura resultan:

1,0394 1,1475 0,3206 0,2125
ol= -0,3627 0,0694 -0,1373 -0,5694
0,1340 -1,4164 -1,3840 0,1664
1,1475 1,0394 0,2125 0,3206
02= 0,0694 -0,3627 -0,5694 -0,1373
1,4164 -0,1340 -0,1664 1,3840
-0,2125 -0,3206 -1,1475 -1,0394
o3= 0,0694 -0,3627 -0,5694 -0,1373
0,1664 -1,3840 -1,4164 0,1340
-0,3206 -0,2125 -1,0394 -1,1475
o4= -0,3627 0,0694 -0,1373 -0,5694
1,3840 -0,1664 -0,1340 1,4164
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5.2. Ejercicio de aplicacién No 2.

Se tiene un suelo de arena fina (Figura 5.13), cuyas dimensiones para fines de este
ejercicio son: 15m de ancho, 12m de profundidad y 1m de largo. Se adoptaron estas
dimensiones con la finalidad que sea posible apreciar de manera clara y precisa el
bulbo de presiones. La cimentacién continua descansa sobre una seccion unitaria de

.. . KN
1m por 1m, cuya fuerza de superficie aplicada al suelo es p = 1—, el suelo presenta
m

un modulo de elasticidad E = 8000 % y un coeficiente de Poisson de v = 0.25

1 KN/m2

B

12m

a

=== l=l=l=II
15 m |

Figura 5.2.1: Suelo de arena fina suelta.

Para dar validez a nuestro modelo y posterior codigo abierto, se obtendran como
respuestas del suelo bidimensional los esfuerzos verticales, los cuales son
comparados con la teoria de Boussinesq. La ecuacion de Terzagui y Carothers, que

son definidas como

Oyy = %(0{ + sin a cos 23) (5.3)

En la figura 5.2.2 se muestra las variables presentes en la ecuacion (5.3):
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i ; X
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L d Ly

| C(/ !

i 2\\ B |

| A6

| SO

| X )
L 3

A o©

Figura 5.2.2: Distribucién de esfuerzos bajo una carga rectangular de longitud

infinita.

Las variables presentes en la ecuacién (5.3) se calculan de la siguiente manera:

— cqo—1 (3+d3-(2b)?
a = cos ( 2d.4, ) (5.4)
§ = tan™! (%) (5.5)
B=6+7 (5.6)

Donde:
p — Fuerza de superficie, en [%]

a - Angulo formado entre los lados d; y d,, en [rad].

5 — Angulo formado con la vertical y el lado d, en [rad].
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£ — Angulo formado con la vertical y la recta que forma % con el lado d,, en
[rad].

Para el programa se definio tres tipos de malla de elementos finitos, las cuales

describimos a continuacion:

Malla No 1:

Se discretizd con elementos cuadrilateros de lados 1,0 m x 1.0m, la malla cuenta con

208 nodos y 180 elementos.

1 KN/m2

}l,_rn-_1
e T

12 m

\ 15m \

Figura 5.2.3: Malla No 1 de elementos finitos tipo cuadriléteros.

Se muestran en la siguiente tabla los esfuerzos verticales obtenidos a través del
programa para el mallado No 1, la teoria de Boussinesq, el elemento finito triangular

lineal y el programa comercial ANSYS:
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Boussinesq| MallaN"1 [ Ansys st
Nudo|Y (ml]x(m)| d,m) [d, (m)| alrad) | 8rad) | Blrad) | sena | cos2p | iy k)| oy, e/l iy i) | oy (kN/m)
5 1 05 141 1 078540 000000 039270 070711 Q70711 409155 363283 362804 322173
22 05 224 2 046365 000000 023182 OMT2L 0893 274908 25,7599 275216 23,9281
57 3 05 316 3 032075 000000 016083 031623 034363 15,7903 187273 19567 18,1723
B4 05 412 4 02858 000000 012249 024254 037014 15876 145018 149700 14347
8 5 05 510 5 015740 000000 009870 01912 0,98058 124046 117369 120465 11,7200
05 6 05 608 6 016515 000000 0,08257 0,16440 098639 104186 98417 10,0784  9,89%8
217 05 707 7 0419 000000 0,07095 04142 098995 8971 85085 8709 §6iS1
197 8 05 806 § 012435 000000 006218 012403 095228 78760 75601 77461 77027
153 9 05 906 9 011066 000000 00533 011043 035388 70160 6878 70571 7,054
169 10 05 1005 10 00997 000000 0,04383 0,09%50 033504 63241 63802 65501 65762
185 11 05 1105 11 009066 000000 0,04533 0,09054 099589 57558 59846 61431 62015
21 12 05 1204 12 008314 000000 0,04157 0,08305 099655 52808 587 61057 61304

Figura 5.2.4: Tabla de resultado de esfuerzos.

Sus aproximaciones de error con respecto al tedrico se muestran en la siguiente tabla:

Figura 5.2.5: Tabla de aproximacion de esfuerzos.

Malla N"1 Ansys CST
Dif. % Dif. % Dif. %
11,21 11,323 21,26

6,30 0,11 12,96
5,37 1,18 8,18
5,14 2,08 6,23
5,38 2,89 3,92
5,54 3,27 4,98
5,18 2,92 3,99
4,01 1,65 2,20
1,94 0,59 0,50
0,89 3,57 3,99
3,98 6,73 7,74
10,54 15,62 16,09
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La grafica de esfuerzos obtenidos a las distintas profundidades por los diferentes

métodos se muestra a continuacion:

Esfuerzos Verticales “Suelo” Malla No 1
45,0000
40,0000 L
35,0000 \
30,0000
25,0000 —@— Boussinesq

20,0000 \n

\ Programa
1
5,0000 S Ansys

10,0000 -

5,0000 T
0,0000

CST

Esfuerzo vertical oyy (KN/m2)

0 2 4 6 8 10 12 14
Profundidad "y~ (m)

Figura 5.2.6: Gréafica de Resultados.

Se muestra a continuacion la distribucién de esfuerzos verticales de manera mas
realista a través del programa comercial ANSYS y el programa del elemento de
cuatro nodos:
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Figura 5.2.7: Distribucion de esfuerzos a,,, - Malla No 1.

Figura 5.2.8: Distribucion de esfuerzos gy, — ANSYS

Malla No 2:
Se discretizé con elementos cuadrilateros de lados 0.5m x 1.0m, la malla cuenta con
403 nodos y 360 elementos

05m 1 KN/m2

G T

12 m

15m
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Figura 5.2.9: Malla No 2 de elementos finitos tipo cuadrilateros.

Los esfuerzos verticales y sus errores de aproximaciones alcanzados a través del

programa para la malla No 2, la teoria de Boussinesq, el elemento finito triangular

lineal y el programa comercial ANSYS, se exponen a continuacion:

Boussinesq | MallaN®2 |  Ansys CsT
Nudo|vlmJ|XImJ| dy(m) |d2|m]| o (rad) |5Irad1| B (rad) | senat | cos 2B | o, (KN/m) | o,y (KN/m’}| Gy (KN/m?) | oy, (KN/m?)
4 1 05 14142 1  0,73540 0,00000 0,39270 0,70711 0,70711 40,9155 37,3572 37,5716 3746
79 2 05 22361 2 046365 0,00000 0,23182 0,44721 0,89443 274908 27,1763 27,7142 26,50
110 3 05 3,1623 3 0,32175 0,00000 0,16088 0,31623 0,94868 19,7909 19,3002 19,5780 19,23
141 4 05 41231 4 0,249 0,00000 0,12249 0,24254 0,97014 15,2876 14,7869 14,9511 14,38
172 5 05 509 5  0,19740 0,00000 0,09870 0,19612 0,98058 12,4046 11,9055 12,0397 12,09
203 6 05 60828 6 016515 0,00000 0,08257 0,16440 0,98639 10,4186 9,8908 10,0737 10,20
234 7 05 70711 70,1419 0,00000 0,07095 0,14142 0,98995 89731 8,5810 8,7089 8,88
265 8 05 80623 8  0,12435 0,00000 0,06218 0,12403 0,99228  7,8760 7,6118 7,7453 7,95
29% 9 05 9054 9  0,11066 0,00000 0,05533 0,11043 0,99388  7,0160 6,9181 7,0571 7,28
327 10 05 1005 10 0,09967 0,00000 0,04983 0,09950 0,99504  6,3241 6,4096 6,5507 6,79
358 11 05 11,045 11  0,09066 0,00000 0,04533 0,09054 0,99589  5,7558 6,0074 6,1447 6,40
3 12 05 12,042 12  0,08314 0,00000 0,04157 0,08305 0,99655  5,2808 5,8585 6,1114 6,30
Malla N®2 Ansys C5T
Dif. % Dif. %% Dif. %
8,70 8,17 8,44
1,14 0,81 3,61
248 1,08 2,83
3,27 2,20 2,67
4,02 2,94 2,57
5,07 3,31 2,13
4,37 2,94 1,05
3,35 1,66 0,88
1,40 0,59 3,73
1,35 3,08 7.32
4,37 6,76 11,11
10,94 15,73 19,23

Figura 5.2.10: Tabla de esfuerzos verticales y sus aproximaciones.
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La representacion grafica de los esfuerzos conseguidos mediante los diferentes

métodos mencionados se muestra a continuacion:

Esfuerzos Verticales “Suelo”™ Malla No 2

)

€ 45,0000

SN

Z 40,0000

=

. 35,0000

g 30,0000

T 25,0000 —@— Boussinesq
[S)

'E 20,0000 “\ Programa
@ 15,0000 .

> . Ansys

9 10,0000 —

@ 5,0000 e——y csT

& 0,0000

w 0 2 4 6 8 10 12 14

Profundidad "y~ (m)

Figura 5.2.11: Grafica de Esfuerzos Verticales.

La distribucion de esfuerzos verticales de manera mas amplia y general a traves del

programa comercial ANSYS y el programa se muestran en las siguientes graficas:
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Figura 5.2.12: Distribucion de esfuerzos a,,, - Malla No 2.

Figura 5.2.13: Distribucion de esfuerzos a,,, — ANSYS

Malla No 3:

Se discretizo con elementos cuadrilateros de lados 0.5m x 0.5 m, la malla cuenta con

775 nodos y 720 elementos.

1 KN/m2
0.5m i

e .

0.5m

12 m

\ 15 m \

Figura 5.2.14: Malla No 3 de elementos finitos tipo cuadrilateros.
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Se exponen a continuacion los esfuerzos verticales y sus errores de aproximaciones
obtenidos del programa para la malla No 3, la teoria de Boussinesq, el programa

comercial ANSYS y el elemento finito triangular:

Boussinesq | MallaN'3 [ Ansys csT
Nudo [y ()| x (m]| d,(m) |d, (m)| «(rad) |&(rad)| Brad) | senc | cos2p cw[Kmez] gwlmfmzl gwlm;'mzl uw{Kme‘]
79 1 05 14142 1 0,78540 0,00000 0,39270 0,70711 0,70711, 40,9155 39,8170 40,5565 39,1857
41 2 05 22361 2 046365 000000 023182 044721 0,894431 27,4908 27,2127 27,3949 26,6071
203 3 05 31623 3 032175 0,00000 0,16088 0,31623 094868 19,7909 19,3353 19,5661 19,2678
205 4 05 41231 4 024498 0,00000 012243 0,24254 097014, 152876 14,8112 149722 14,8700
327 5 05 509 50,9740 0,00000 0,09870 0,19612 098058, 12,4046 11,7846 12,0472 12,0407
38 6 05 6088 6 016515 0,00000 0,08257 0,16440 0,98639' 10,4186 9,9588 10,0793 10,1281
451 7 05 70711 7 0,14190 0,00000 0,07095 0,14142 098995, 839731 8,5906 8,7148 8,7990
513 8 05 80623 &  0,12435 0,00000 0,06218 0,12403 099228, 78760 71,6234 71,7554 7,8639
575 9 05 9054 9 011066 0,00000 0,05533 0,11043 0,99388| 7,0160 6,9347 70749 7,2008
637 10 05 1005 10 0,09957 0,00000 0,04983 0,09950 0,99504' 16,3241 6,4345 6,5805 6,7193
699 11 05 11,045 11  0,09066 0,00000 0,04533 0,09054 099589 5,7558 6,0450 6,1919 6,3404
761 12 05 12042 12 008314 0,00000 0,04157 0,08305 0,99655, 15,2808 5,7989 6,0010 6,1272

Malla N°3 Ansys CST
Dif. % Dif. % Dif. %
2,68 0,88 4,23
1,01 0,35 3,21
2,30 1,14 2,64
3,12 2,06 2,73
5,00 2,88 2,93
4,41 3,26 2,79
4,26 2,88 1,94
3,21 1,53 0,15
1,16 0,84 2,63
1,75 4,05 6,25
5,02 7,58 10,16
9,81 13,64 16,03

Figura 5.2.15: Tabla de comparacion y aproximacion de esfuerzos verticales.

Representacion gréfica de los esfuerzos en toda la altura del suelo, a través de los
diferentes métodos descritos:
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Esfuerzos Verticales “Suelo™ Malla No 3

45,0000

40,0000 )
35,0000

30,0000

25,0000 : \ —@— Boussinesq

20,0000

15,0000 \’\\ﬁ
10,0000 g
5,0000 Ty T
0,0000

—&— Programa

—@®— Ansys

Esfuerzo vertical oyy (KN/m?2)

Profundidad "y~ (m)

Figura 5.2.16: Grafica de esfuerzos verticales.

La distribucion de esfuerzos verticales de manera mas amplia y general en todo el
suelo se muestra en las siguientes graficas a través del programa y el programa
comercial ANSYS.

Figura 5.2.17: Distribucion de esfuerzos a,,, - Malla No 3.
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Figura 5.2.18: Distribucion de esfuerzos a,,, — ANSYS.

Se presenta a continuacion una grafica de comparacion de soluciones de esfuerzos en
funcion del nimero de nodos para los métodos vistos (programa de elementos finitos
de 4 nodos, de tres nodos, la tedrica de Boussinesq y el programa comercial ANSY'S),

el valor del esfuerzo en el nodo estudiado es o,,,, = 40.9155 Mpa:

Comparacion de soluciones”Suelo™

__ 42,0000

E 40,0000

=

=

<. 38,0000

3 «--@--- Boussinesq
= 36,0000

.::’ Programa
@ 34,0000

g —@— Ansys

o

g 32,0000 CST

S

Lo

(%]

w

30,0000
205 405 605

Numero de nodos

Figura 5.2.19: Grafica de comparacion de esfuerzos.
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Se determina una relacidn entre el resultado expresado en porcentaje de aproximacion
del nodo estudiado y el nimero de nodos presente en las tres mallas analizadas, dicha
relacion pertenece a una linea de tendencia potencial como se muestra en la siguiente
grafica:

Aproximacion vrs. Numero de nodos“Suelo™

98,00
97,00
96,00 —
95,00 e
94,00 ~
93,00
92,00
91,00
90,00
89,00 » y = 60,85X0’0697
88,00 R2=0,9501
87,00

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Aproximacidn de Resultado (%)

Numero de Nodos (n)

Figura 5.2.20: Gréfica de aproximacion de esfuerzos en funcion del nimero de

nodos.

Resultado (%) = 60,85(n)0,0697 ecuacion potencial que mejor representa la
relacion existente entre estas dos variables y la teoria de los elementos finitos, la
misma que solo podrd ser aplicada para ejercicios similares con las mismas
condiciones de dicho ejemplo.
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5.3. Ejercicio de aplicacion No 3.

Se dispone una placa de acero de dimensiones finitas de 1.0 m x 1.0 m y un espesor
de 0.01lm, ademas cuenta con un orificio concéntrico circular de 0.125m de radio y
sometido a un estado de tensién de 100 Mpa, con un mddulo de Elasticidad de

E = 2x10°Mpa y coeficiente de Poisson v = 0.30.

I

/)
7

Figura 5.3.1: Placa de acero con orificio circular, sometida a traccion.

Para dar validez a nuestro modelo en particular, Inglis realizd un estudio elastico
sobre la alteracion que sufre el estado tensional en un punto cualquiera de una placa

plana con un orificio circular y sometido a un estado de tension homogéneo.

217



e<<h
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Goa+(A0ha/ ) ‘le Gigt (0Gg/Or).dr

2b

Figura 5.3.2: Placa finita sometida a un estado plano de esfuerzos.

Las expresiones que a continuacion se ensefian, resultan de particularizar una relacién

entre el lado de la placa y radio del orifico de b > 4a, definidas como:
O-TT
000
Org

g b? a? , 6D
[y 1+ 2 + <2A + 12Br* + T_Z) cos(26)

( b? a? 6C 4D )
m 1_7'_2 _<2A+F+T‘_2)COS(20)

~—

(5.7)

6D 2D
(ZA + 6Br? — o r_z) sin(260)

Donde las constantes a definir, se evaltan de la siguiente manera:

(4a* + a?b? + b*)

— 12
A=Db 4(a2 _ b2)3

(5.8)
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a’b?

a*b*(a® + b?)
T (5.10)
D= —g2pr e ) (5.11)

2(a2 — b2)3

Donde:
b — Lado menor de la placa.
a — Radio del orificio.

r — Radio medido desde el centro de la placa hasta el punto de analisis del estado

de tensiones.

6 — Angulo de inclinacién, medio en sentido horario desde la vertical hasta el

radior, en [rad].

Se resolvid cuatro tipos de malla de elementos finitos, en busca del valor cercano al
teorico establecido por las formulas anteriores mencionadas, las cuales se describiran

continuacion:

Malla No 1:

Se discretizd con elementos cuadrilateros de 62.5 mm x 62.5 mm, la malla cuenta con

79 nodos y 62 elementos, dispuestos de la siguiente manera:
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Figura 5.3.3: Mallado No 1.

Los esfuerzos verticales obtenidos a través del programa, la teoria de Inglis, el

programa comercial Ansys y el elemento finito triangular, como asi también sus

porcentajes de error de aproximacion a la tedrica se muestran a continuacion:

Malla No 1 Inglis |Programa| ansys | cst
X (mm) |y (mm)|0 (grad)| r (mm])| A B D 0, (Mpa)
125 0,0 90 125,0 |-0,33| 0,0 | 10111,1| -112,36 -68,25 -69,04 -65,95
130 0,0 90 10,0 |-0,33| 0,0 | 10111,1| -27.56 -17,37 -17,53 -16,82
175 0,0 90 175,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| 22,84 15,81 16,27 14,64
200 0,0 90 2000 |-0,33| 0,0 |10111,1| 54,81 359,24 38,85 37,23
225 0,0 90 | 225,0 |-0,33| 0,0 |1011L1| 75,96 63,43 63,78 61,55
230 0,0 90 250,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| 90,31 78,70 78,18 76,21
275 0,0 90 275,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| 100,14 90,39 91,43 87,62
300 0,0 90 300,0 |-0,33| 0,0 | 10111,1| 106,82 9741 98,26 95,14
350 0,0 90 | 350,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| 113,87 | 104,12 | 104,81 | 102,27
400 0,0 90 400,0 |-0,33( 0,0 | 10111,1| 11546 105,82 106,49 103,92
450 0,0 90 450,0 |-0,33( 0,0 | 10111,1| 113,50 106,34 107,03 104,36
500 0,0 90 500,0 |-0,33( 0,0 | 10111,1| 108,98 102,56 103,32 100,66

Figura 5.3.4: Tabla de esfuerzos.
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Programa| ANSYS C5T
Dif. % Dif. % Dif. %

39,235 38,532 41,302
36,980 34,948 38,975
30,780 28,766 35,903
28,403 27,290 32,071
16,435 16,034 18,970
12,790 12,325 15,614
9,537 8,693 12,502
8,806 8,010 10,931
8,562 7,957 10,187
8,351 7,770 9,996
6,305 5,698 8,050
5,889 5,192 7,633

Figura 5.3.5: Tabla de aproximacion de error de esfuerzos.

En la Figura 5.3.6 se exhibe una comparacion mediante una representacion grafica de

los esfuerzos obtenidos a través de los diferentes métodos mencionados

anteriormente;:

Esfuerzo vertical o,, (MPa)

Esfuerzos verticales placa metalica (Malla No 1)

120,00
100,00
80,00
60,00
40,00
20,00
0,00 / Ansys
-20,00125 150175 200 225 250 275 300 325 350 375 400 425 450 475 500 525
-40,00
-60,00
-80,00
-100,00
-120,00

—@— Inglis

Programa

CST

Radio "a" (mm)

Figura 5.3.6: Comparacion de esfuerzos mallado No 1.
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Malla No 2:

Se discretizd con elementos cuadrilateros de diferentes dimensiones debido a la

concentracion de esfuerzos presentes en la parte del hueco, la malla cuenta con 141

nodos y 116 elementos, dispuestos de la siguiente manera:

Figura 5.3.7: Mallado No 2.

Las siguientes tablas contienen esfuerzos verticales obtenidos a través del programa,

la teoria de Inglis, el elemento finito triangular lineal y el programa comercial

ANSY'S como asi también sus porcentajes de error de aproximacion:

Malla No 2 inglis |Programal Ansys [ cst
¥ (mm) ]y (mm}|0 {grad)] r (mm)| A B D a,, (Mpa)
125 0,0 50 125,0 |-0,33( 0,0 |10111,1| -112,36 -81,88 -82,16 -77,16
130 0,0 S0 10,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| -27.56 -21,12 -21,74 -15,39
175 0,0 50 175,0 |-0,33( 0,0 |10111,1| 22,84 18,36 18,79 16,25
200 0,0 90 | 200,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| 54,81 | 45,83 46,21 | 41,79
225 0,0 50 225,0 |-0,33( 0,0 |10111,1| 75,96 69,15 69,73 64,83
250 0,0 90 | 250,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| 90,31 | 83,38 84,02 | 81,34
275 0,0 50 275,00 |-0,33( 0,0 |10111,1| 100,14 94,26 895,15 92,23
300 0,0 90 | 300,0 |-0,33| 0,0 |1011L,1| 106,82 | 101,54 | 102,27 | 100,05
330 0,0 50 350,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| 113,87 108,37 109,24 107,44
400 0,0 90 4000 |-0,33| 0,0 |10111,1| 11546 110,46 111,12 | 109,03
430 0,0 50 450,0 |-0,33( 0,0 |10111,1| 113,50 108,91 109,51 107,21
500 0,0 50 5000 |-0,33| 0,0 |10111,1| 108,98 104,85 105,23 103,38
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Figura 5.3.8: Tablas de resultados de esfuerzos.

Programa| AMNSYS CsT
Dif. %a Dif. % Dif. %

27,124 | 26,875 | 31,325
23,375 | 21,125 | 29,651
19,616 | 17,733 | 28,854
16,379 | 15,686 | 23,751
8,964 8,201 14,652
7,675 6,966 9,934
5,872 4,983 7,899
4,939 4,256 6,334
4,830 4,066 5,647
4,332 3,760 5,570
4,041 3,512 5,539
3,788 3,439 5,137

Figura 5.3.9: Tablas de porcentaje de error de esfuerzos.

Los esfuerzos verticales alcanzados en la placa de acero empleando los métodos

explicados, se pueden representar mediante la grafica que se muestra a continuacion:

Esfuerzo vertical o, (MPa)

Comparacion de Esfuerzos "Placa Metalica™ (Malla No 2)
120,00 o — Py

100,00
80,00
60,00
40,00
20,00

0,00
20,00 125 15?(175 200 225 250 275 300 325 350 375 400 425 450 475 500 Programa

o
=)

—8— Inglis

/ Ansys

-40,00 cot
-60,00
-80,00

-100,00

-120,00
Radio "a" (mm)
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Figura 5.3.10: Grafica de distribucion de esfuerzos.

De manera mas general se presenta a continuacion la distribucion de esfuerzos de la

parte que se analizo en la placa de acero, a través, del programa Ansys:

Figura 5.3.11: Distribucion de esfuerzos a,,, - Ansys.

Malla No 3:

Se discretizd con elementos cuadrilateros de lados irregulares, la malla cuenta con

298 nodos y 261 elementos, dispuestos de la siguiente manera:
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Figura 5.3.12: Mallado No 3.

El programa, la teoria de Inglis, el elemento finito triangular y el programa comercial

ANSYS, para la placa de acero sometida a estado de tension, proporcionan como

resultados esfuerzos verticales que se presentan en las siguientes tablas:

Malla No 3 Inglis |Pr0grama| ANSYSI CST
x (mm)]y (mm)|8 (grad)| r (mm]| A B D o,, (Mpa)

125 0.0 90 1250 (-0,33| 0,0 | 10111,1| -112,36 -94,08 -95,37 -90,24
150 0.0 90 150,0 (-0,33| 0,0 | 10111,1| -27,56 -24,22 -25,06 -23,45
175 0,0 50 | 1750 |-0,33| 0,0 |10111,1| 22,84 | 20,56 | 20,93 | 19,79
200 0.0 90 200,0 (-0,33( 0,0 |10111,1| 54,81 49,64 50,42 48,06
225 0.0 90 2250 |-0,33( 0,0 |10111,1| 75,96 71,73 72,29 69,82
250 | 0,0 50 | 250,0 |-0,33| 0,0 |10112,1| 90,31 | 8649 | 87,33 | 8447
275 0.0 90 2750 (-0,33( 0,0 | 10111,1| 100,14 96,61 97,51 95,49
300 | 0,0 50 | 300,0 [-0,33| 0,0 |10111,1| 106,82 | 103,81 | 104,56 | 102,23
350 0.0 90 350,0 (-0,33( 0,0 | 10111,1| 113,87 110,17 110,93 109,22
400 | 0,0 90 | 400,0 [-0,33| 0,0 |10112,1| 11546 | 113,46 | 113,87 | 112,61
450 0.0 90 450,0 |-0,33| 0,0 | 10111,1| 113,50 112,13 112,68 | 111,34
500 0.0 90 500,0 |-0,33| 0,0 | 10111,1| 108,98 108,11 108,44 | 107,81

Programa| ANSYS C5T

Dif. % Dif. % Dif. %

16,266 15,118 19,684

12,128 9,080 14,921

9,984 8,304 13,355

9,428 8,005 12,311

5,568 4,831 8,082

4,231 3,290 6,468

3,525 2,626 4,643

2,814 2,112 4,293

3,249 2,582 4,084

1,734 1,379 2,470

1,204 0,719 1,900

0,796 0,493 1,072

Figura 5.3.13: Tabla de distribucion y aproximacion de esfuerzos.
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Los esfuerzos verticales presentes en la placa que se analizé por los cuatro métodos

empleados, se los presenta graficamente en la siguiente figura:

Comparacion de Esfuerzos“Placa Metalica™ (Malla No

120,00 3)

100,00 //—/— ,
80,00

60,00 ../
40,00 / —o—Inglis

20,00 4 A
0,00 / e

20,00125 1‘52( 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400 425 450 475 500 Programa
40,00
60,00
80,00
-100,00
120,00

CST

Esfuerzo vertical 6, (MPa)

Radio "a" (mm)

Figura 5.3.14: Distribucion de esfuerzos verticales.

A continuacidn, se presenta la distribucion de esfuerzos verticales de la placa de

acero, a traves, del programa Ansys:

Figura 5.3.15: Distribucion de esfuerzos a,,,, — Ansys.
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Malla No 4:

Se discretizé con elementos finitos de cuatro nodos irregulares, la malla cuenta con

513 nodos y 464 elementos, acomodados de la siguiente manera:

Figura 5.3.16: Mallado No 4.

Los resultados y sus aproximaciones obtenidos a través de los cuatro métodos el
programa, la teoria de Inglis, el elemento finito triangular y el programa comercial

ANSYS para la placa de acero se muestran en las siguientes tablas:

Malla No 3 Inglis |Programa| ANSYS | C5T
x (mm}|y (mm) |8 {grad)| r (mm]}]| A B D G“,[Mpa]
125 0,0 90 | 125,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| -112,36 | -109,25 | -109,81 | -105,25
150 0,0 90 1500 (-0,33| 0,0 (10111,1| -27.56 -26,89 -27,02 -23,87
175 0,0 90 175,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| 22,84 22,33 22,58 21,46
200 0,0 90 2000 (-0,33| 0,0 (10111,1| 54,81 53,66 54,25 51,61
225 0,0 90 2250 (-0,33| 0,0 (10111,1| 75,96 74,62 75,23 72,29
250 0,0 90 | 250,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| 90,31 89,04 89,67 | 87,34
275 0,0 90 2750 (-0,33| 0,0 (10111,1| 100,14 98,79 99,44 96,98
300 0,0 90 3000 |-0,33| 0,0 |10111,1| 106,82 105,87 106,35 | 104,06
350 0,0 90 3500 (-0,33| 0,0 (10111,1| 113,87 112,91 113,359 111,23
400 0,0 90 400,0 |-0,33| 0,0 | 10111,1| 11546 114,73 115,16 113,72
450 0,0 90 | 450,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| 113,50 | 113,04 | 113,32 | 112,54
S00 0,0 90 500,0 |-0,33| 0,0 |10111,1| 108,98 108,68 108,81 108,17

Figura 5.3.17: Tabla de resultados de esfuerzos verticales.
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Programa| ANSYS C5T
Dif. %o Dif. % Dif. %
2,764 2,260 6,324

2,440 1,969 6,141
2,234 1,140 6,043
2,093 1,016 5,833
1,763 0,960 4,831
1,407 0,710 3,290
1,348 0,699 3,156
0,886 0,436 2,580
0,843 0,422 2,318

0,634 0,261 1,509
0,402 0,156 0,843
0,273 0,154 0,741

Figura 5.3.18: Tabla de aproximaciones esfuerzos.

Los esfuerzos presentes en la anterior tabla se los representa graficamente de la

siguiente manera:

Esfuerzos verticales “Placa Metalica™ (Malla No 3)
120,00 = — =

100,00 g
80,00 e

60,00 S

40,00

20,00 —8— Inglis

0,00 Ansys
-20,00125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400 425 450 475 500

-40,00

-60,00 / csT
-80,00 /
-100,00

-120,00 T

Programa

Esfuerzo vertical o,, (MPa)

Radio "a" (mm)

Figura 5.3.19: Distribucion de esfuerzos verticales.
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Se exhibe a continuacion la distribucion de esfuerzos verticales presentes en la parte

observada de la placa de acero, a través, del programa Ansys:

Figura 5.3.20: Distribucion de esfuerzos g, - ANSYS.

En la grafica a continuacion presentada se muestra la comparacion del esfuerzo en el

nodo que tiene como valor tedrico o, = 112,36 Mpa obtenido a través de las

formulas de Inglis, con los tres métodos por los que fue analizado el ejercicio

teniendo en comun el nimero de nodos:

Comparacion de esfuerzos "'placa metalica"

120,00
Ell0,00 ...............................................................
%100,00
S .
.E 90,00 | = O eeeeeenns Inglis
g 80,00 Ansys
o
5 70,00 Programa
S
& 60,00 CST

50,00

70 170 270 370 470

Nimero de nodos

Figura 5.3.21: Comparacion de las soluciones de esfuerzo.
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Con los valores de esfuerzo que calcul6 el programa para los mallados realizados, se
determind una relacion con aproximacion a una linea de tendencia potencial, la cual
es la mas representativa para la teoria de los elementos finitos como también para el

valor buscado. Se muestra a continuacién dicha relacion:

Aproximacion vrs. Numero de Nodos Placa Metalica™

120,00

100,00

80,00 y . 21’359)(0,2425

R?=0,9901
60,00

40,00

20,00

Aproximacion de Resultados (%)

0,00
0 100 200 300 400 500 600
Numero de Nodos

Figura 5.3.22: Grafica de relacion de aproximaciones de esfuerzos para los mallados.

La ecuacion Resultados (%) = 24,222(n)0,221, obtenida a través de la relacion
anteriormente vista, es la que mejor representa la convergencia de la solucion del
programa y la teoria de los elementos finitos, debido al coeficiente de relacion alto
que tiene la ecuacion el error va ser minimo al aplicarla en problemas con datos
similares al analizado.
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6. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

6.1. Conclusiones.

Las conclusiones definidas en este trabajo de investigacion son las siguientes:

®
L X4

DS

*

En los tres ejercicios de aplicacion: viga, suelo y placa de acero bidimensional,
se obtuvieron resultados proximos en magnitud, en comparacion con las
ecuaciones preestablecidas o analiticas; esto se debe a que el elemento finito
formulado genera elementos que satisfacen las caracteristicas necesarias de

convergencia.

Se da validez que el elemento finito generado en este trabajo de investigacion es
superior en eficiencia, velocidad de resolucion y convergencia en comparacion
con la aproximacion del elemento finito de tres nodos de lado recto,
principalmente cuando se trata problemas que involucran flexion el elemento

finito triangular es rigido por excelencia.

Los resultados obtenidos de los diferentes ejercicios de aplicacion a través del
software comercial ANSYS son muy proximos, tanto en esfuerzos como en
desplazamientos a los resultados generados por el elemento finito
isoparamétrico de cuatro nodos, dando asi la validez de la formulacion y

confianza de los resultados.

Se puede evidenciar que siempre la respuesta numérica por mas cerca que se
aproxime estd por debajo de la exacta; esto ocurre porque la estructura
matematica del campo asumido impone restricciones que le evitan al sélido
elastico deformarse en la forma que lo desea, por ello, dado que las restricciones

rigidizan, el método crea una estructura sustituta que es mas rigida que la real.
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Los resultados obtenidos de la convergencia de la solucion en los mallados
como funcién del nimero de nodos, muestra que no existe una relacion lineal de
mallado a mallado, por lo tanto, para la resolucion de cualquier ejercicio
mediante el programa, la convergencia se lograra solo haciendo una
aproximacion sucesiva de mallas bajo el criterio que cuando se alcanza dicha

convergencia se tendra un estado de deformacion constante.

El método de los elementos finitos permite hacer un analisis en todo el dominio
solucion del sélido elastico, se pone en evidencia la versatilidad que tiene el
método en diferentes aplicaciones, utilizando una misma matriz de rigidez del

continuo.

Los elementos finitos cuadrilateros son muy versatiles en la discretizacion de
geometrias complejas, por la geometria que presenta asegura la convergencia de

manera rapida en problemas de tension y como asi también de flexion.

Utilizando la cuadratura (reducida) minima en elementos isoparamétrico se
consiguen resultados mas flexibles debido a que cancela en parte los errores por

exceso de rigidez a la discretizacion y al campo de desplazamiento supuesto.

Las ecuaciones obtenidas a partir de la relacion de aproximacion de la
convergencia para el nodo estudiado, en funcion del nimero de nodos para cada
uno de los ejercicios planteados, son las mas representativas, tanto para las
soluciones establecidas como también para la teoria de convergencia de los

elementos finitos.

En aquellos lugares donde exista cambio brusco de seccion o secciones con
perforaciones, se produce una concentracion de esfuerzos como en el caso de la
placa metalica; en consecuencia, es muy sensible la variacion de esfuerzos a

mallados regularmente gruesos.
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6.2. Recomendaciones.

Las recomendaciones a futuras investigaciones relacionadas y afines a los elementos

finitos son los siguientes:

X/
°

X/
°e

Para aproximar la solucion con funciones de aproximacién de grado bajo es

necesario aumentar el nimero de elementos finitos.

Cuando no se tenga el valor tedrico del problema al cual hay que aproximar, una
condicidn suficiente para saber que a medida que la malla de elementos finitos
se refina las condiciones dentro de cada elemento se aproximaran mas a las de

un estado de deformacion constante.

El refinado del mallado debe hacerse en aquellos lugares donde exista una

concentracion de esfuerzos o cambio brusco de seccion.

Utilizar como herramienta informética esta formulacion de elemento finito
isoparamétrico de cuatro nodos como aplicacion didéctica en las materias de

elementos finitos y afines.

No modificar el formato con el cual se ha desarrollado el programa, y solo se

puede seleccionar el tipo de elemento finito.

Se recomienda en el momento de aplicar este tipo de elemento a una estructura
prismatica en estado de deformacion plana, verificar y realizar los cambios

correspondientes.
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¢+ Las ecuaciones generadas mediante la relacion que existe entre la aproximacion
y el numero de nodos para los ejercicios vistos anteriormente, sélo se podran
aplicar a ejercicios en condiciones similares y con requerimiento de resultados

en el nodo estudiado.
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