Presentacion del Proyecto

Actualmente los productos multimedia han cobrado mayor fuerza ya que cada vez son méas
usados como medio de aprendizaje. Estos permiten que una misma informacion se presente
de multiples maneras, tiene infinidad de usos, en diferentes areas: en medicina, cultura,

artes, educacion y otros mas.

Los estudiantes universitarios, estan viviendo en una época donde las tecnologias estan

marcando un gran avance en el campo del proceso de ensefianza- aprendizaje.

Por esta razon el departamento de informéatica y sistemas creo el grupo de multimedia
E.V.A, como iniciativa que pretende responder a las necesidades de los estudiantes en el

proceso de ensefianza- aprendizaje, para dar uso a las aplicaciones y de las aulas TIC.

El desarrollo del proyecto E.V.A. incrementara el crecimiento de las ofertas académicas y
servicios de la Facultad de Ciencias y Tecnologia de la U.AJ.M.S. a través de los

siguientes componentes:

Sistema Multimedia interactivo compuesto de imagenes, sonido, texto, video y animaciones
con lo cual se pretende despertar el interés e incrementar la motivacion de conocer el
contenido de la informacion de la misma; asi ofrecer un nuevo canal de difusion para la

emision de la informacién de forma mas amigable.

Texto Guia de la Materia Calculo 1l que contempla todo el contenido estructurado en el

programa docente, el mismo cuenta con imagenes ilustrativas y actividades por tema.

Por altimo la adaptacion de elementos multimedia a la plataforma web MOODLE en donde
los cursos se estructuran por temas, ademas de contemplar evaluaciones por unidades

tematicas avanzadas.

El sistema reforzara los conceptos adquiridos en el aula a través de imagenes, texto,
sonido, video y animaciones con el cual se pretende aumentar la motivacion en el

estudiante para aprender y obtener conocimiento de la materia.

De esta manera se cumplird los propoésitos de la Universidad Auténoma Juan Misael

Saracho en el proceso de Ensefianza-Aprendizaje.



Una vez terminado el desarrollo del proyecto se va a poner a disposicion de la Facultad de
Ciencias y Tecnologia cada uno de los componentes de los que estd compuesto este

proyecto.
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Geometria Analitica del Espacio
1. Espacio Vectorial de Dimension Tres.[2]
1.1Vectores linealmente dependientes
Varios vectores libres del plano se dice que son linealmente
dependientes si hay una combinacién lineal de ellos que es igual al
vector cero, sin que sean cero todos los coeficientes de la

combinacion lineal.

Propiedades
e Sivarios vectores son linealmente dependientes, entonces al
menos uno de ellos se puede expresar como combinacion lineal

de los demas.

-0

También se cumple el reciproco: si un vector es combinacién lineal
de otros, entonces todos los vectores son linealmente dependientes.
e Dos vectores son linealmente dependientes si, y s6lo si, son

paralelos.

e Dos vectores libres ¥ = (uy, uz) y ¥= (v1, V2) son linealmente

dependientes si sus componentes son proporcionales.

uo=ky Uy, tg, Uy ) = (kv kv, kv
Uy U, U

Y _ U _Us g Vi vV, V3|=0
v, Vv, Vv, W, W, Wy
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Ejemplo [3]

Determinar los valores de k para que sean linealmente dependientes

los vectorest ~ (3K _6), v =(-2 1k +3)y w=(1k+24)

—-

Escribir ¥ como combinacion lineal de i"y“", siendo k el valor
calculado.

Los vectores son linealmente dependientes si el determinante de la
matriz que forman es nulo, es decir que el rango de la matriz es

menor que 3.

3 k-6
2 1 k+3=0
1 k+2 4
12+k2+3k+12k+24-(-6-8k+3k2+15k+18):D
kP _adk-12=0 k=-2 k=6

(3,-2,-6)=a(-21,1)+b(1,0,4)

(3,-2,-6)=(-2a+b,5 a+4b)
3=-2a+b
-2=2a a=-2 b=-1
-6=a+4b

1.1.1 Vectores linealmente independientes
Varios vectores libres son linealmente independientes si ninguno
de ellos puede ser escrito con una combinacion lineal de los

restantes.

a v, +ta v, +--+a, v, =0
a;=a,=---=a,=0
Los vectores linealmente independientes tienen distinta direccion y

sus componentes no son proporcionales.
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Uy U Uy
v, v, vi|=0
W, W, W,

Ejemplos[2]

1. Estudiar si son linealmente dependientes o independientes los

vectores:

-

#=(2, 3, 1), v=(1,0, 1), w= (0, 3, —1)
a (2,3, 1)+b(1,0,1)+c (0,3, —1)=(0,0, 0)

2a+b=0 2 1 0O
33+3c=0 3 0 3|=0
a+b-¢c=0 1 1 -1

r=2n =3 Sistema compatible indeterminado.
El sistema tiene infinitas soluciones, por tanto los vectores son

linealmente dependientes.

. Siendo ¥ = (1, 0, 1), v= (1,1,0)y W= (0, 1, 1), demostrar que

dichos vectores son linealmente independientes y expresa el vector
m- (1, 2, 3) como combinacidn lineal de dichos vectores.
Al +by+ow =0
a[l,D,1)+b[1,1,D)+C[D,1,1) = [D, D,D)

(a+b,b+c,a+c)=(0,0,0)

a+b=0 110
b+c=0 0 1 1|/=0
a+c=0 101

El sistema admite Unicamente la solucidn trivial:
a=10 H=0 c=10

Por tanto, los tres vectores son linealmente independientes.

[ 1]: Profesores de Matemadticas C.E.|. de C.ceres Juan Luis Corcobado Cartes(@ Juan Luis Corcobado Cartes)
[ 2]: CALCULO VECTORIAL (Tercera Edicién) Jerrold E. Marsden & Anthony J. Tromba
[ 3 ]: http://es.wikipedia.org/


http://www.vitutor.com/algebra/sistemas%20I/rouche.html

Cdlculo IT (U.A.J.M.S.)

M= XU+ YV + 2w
1,2,3)=x(1,0,1)+y (1,1,0)+2(0,1,1)

(1,23)=(x+y, ¥ +2,x+2)

x+y=1

2X+2v+27=0
y+zZ=2 3
.t 75 X +¥+Z7Z=

Sumamos miembro a miembro las tres ecuaciones y a la ecuacién

obtenida se le resta cada una de las ecuaciones.

X +y+zZ =3 X +y+zZ=3 X +y+zZ =3
x+y =1 y +z2 =2 X+zZ =3
zZ =2 x =1 o=

M=+ 2w

Concepto (Espacio Vectorial de Dimension tres)

El espacio generado por un sistema de vectores es el conjunto de todas las
combinaciones lineales de estos vectores.

Si n vectores son independientes, generan el espacio de dimension n (dimension en el
sentido usual: 0 para un punto, 1 para una recta, 2 para un plano...).

Ejemplo:

Figura 1

uy j son dependientes por tener la misma direccién (y sentidos opuestos).
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U y v son independientes y definen el plano P.

u, vy w son dependientes por estar los tres contenidos en el mismo plano.

U v y k son independientes por serlo u 'y v entre si y no ser k una combinacién lineal
de ellos o, lo que es lo mismo, por no pertenecer al plano P. Los tres vectores definen
el espacio tridimensional.

Los vectores o (vector nulo, cuyas componentes son iguales a cero) y k son

dependientes ya que 0 = 0 -k

1.1.2 Vectoresen el Espacio Tridimensional. [3]
En un espacio vectorial E un vector u genera un espacio vectorial de dimension 0 6 1,
que es u = {vectores proporcionales a u}.
Ese espacio u tiene dimension 0 cuando el vector u es nulo. Dos vectores uy v
generan un espacio, u v que puede tener dimension 0, 1 6 2 dimensién de, u v codmo

sonuyv

Dimension - sybespacio de R’

0 si uy v son nulos los dos
1 si son no nulos y dependientes
2 si son independientes

El espacio R tiene dimension 3 y los Unicos subespacios que puede contener deben
tener dimension 0, 1, 2 0 3.

Dimension  Subespacio de &

0 {0}

1 rectas que pasan por el origen
2 planos que pasan por el origen
3 R’

Anal6gamente, los elementos (a;b;c) X~ se asocian con puntos en el espacio
tridimensional definido con tres rectas mutuamente perpendiculares. Estas rectas

forman los ejes del sistema de coordenadas rectangulares (ejes X, Y y Z).
Figura 2
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1.1.3 Paralelismo de Vectores. [3]

Dos vectores con la misma direccion (sus componentes son proporcionales) diremos

que son paralelos, independientemente de que tengan igual o diferente sentido, o

igual o diferente modulo.

. . —* - . -y
Si consideramos dos vectores @y b con la misma direccion, por lo tanto paralelos, y

los situamos con el mismo origen, vemos que podemos pasar de uno al otro

e d

multiplicando por un escalar: a = kb o b=K3.

Reciprocamente, si a=kb o b =Kk'3, los dos vectores

tienen la misma direccion y son paralelos. Por lo tanto, la

condicidn de paralelismo de vectores es que se verifique:

a=kb 0 b=Kk'F

Es interesante darse cuenta de que los escalares k y k' son

inversos uno del otro.

Si las componentes de @y b son @ =(ay,a) y b =(by,by),

Entonces la condicion de paralelismo es: (az,a2)=k(b1,b2)

Es decir ai1=kb;
a2=kb,

Figura 3

Aislando la k de las dos igualdades anteriores e igualando el resultado, se obtiene la

condicién de paralelismo de dos vectores:
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Hy _ Ha
by by

es decir, las componentes han de ser

proporcionales.

Figura 4

1.1.4 Mobdulo 6 Longitud de un Vector. [3]

El mddulo del vector es la longitud del segmento AB, se representa por. A& . El
maodulo de un vector es un namero siempre

Positivo o cero Modulo de un vector a partir de sus componentes

u = (U, ) m = JU" U
U=(24) j|=¥F+4# =25-5
Ejeplo: si A= (3,-1,2)
[V]|=~v-v = wa YA

VoV=3.34(-D-(-D+2.2=3"+(-1*+2° =14 >0

Maodulo a partir de las coordenadas de los puntos La longitud de un vector es su

norma (modulo). Por tanto, la distancia entre dos puntos Ay B es la norma del vector

ACX,, v, ) Bix,, ¥,)

‘ﬁ‘:J{xE _K1)E "‘(5"’2 _5"'1)'2 LAB=B-A

Ejemplo: si A= (1,1) y B=(-1,0)
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|AB] = & - A = (1.0 (-1.0)| = |2 ] = B

1.1.5 Producto Interno 6 Escalar de Vectores, Propiedades. [3]

El producto escalar de dos vectores se calcula multiplicando coordenada a

coordenada y sumando.

Es decir un escalamiento de un vector, por un factor k, se logra multiplicando cada
componente por el mismo nimero real k

Definicion

Consideremos el vector ¥ = (V1:V2.-+-.Vn) & B'ye|escalar k< &, entonces
kv = {kvi kv - kv,

Ejemplo 1
Sea ¥V =(1; 3; 4) entonces 2xV =(2; 6; 8)

el (&

ru||
b e
ru||
S

<

M
-

120

*

Ve
JV_TFU
X -
Figura 5

Teorema 1
Consideremos el vector ¥-W. 7 € R" ya.p = R entonces vw
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2 vV4+=v=20
07T =0
g, 17V =77

5. VAW=W4V

6. (VA Wi+ W =V +H(W+T)

o0V AW =avV Haw

S (a+p)7V=av+p7T

9. (af) 7V = a(p7)

Ejemplo 2

i) (11, 3) +5(2; 2, 3) +2(0; 1, 2) = (1; 15 3) + [5(2; 25 3) + 2(0; 1, 2)]
=(1;1;3) +(10; 12; 19)
=(11; 13; 22)

iiz) (1;1;3) +1(2; 2;3) +5(0; 1; 2) = (1; 1; 3) + [t (2; 2; 3) +s(0; 1; 2)]
=(1;1;3) +(2t; 2t +s; 3t +25)
= (1+2t; 1 + 2t +5; 3 + 3t + 25)

1.1.6 Ortogonalidad 6 Perpendicularidad de Vectores. [1]
Dos vectores distintos de cero a y b se llaman perpendiculares u ortogonales si y

solamente si su producto escalar es nulo (si el angulo entre ellos es: @ = =,/2)

ab=lallblcos(n/2)=0

Y de manera inversa si axb=0 entonces @ = 0 asi que@ = =/2. Se considera que el

vector cero “0” es perpendicular a todos los vectores v =0
Ejemplo
Muestre que 2i+2j-k es perpendicular a 5i-4j+2k
Solucidn se tiene puesto que
(2i+2j-K).(5i-4j+2K)=2(5)+2(-4) + (-1)(2)=0

Estos vectores son perpendiculares
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1.1.7 Angulo entre dos Vectores. [3]
A partir de la Ley de los cosenos podemos establecer una relacion entre el producto
punto, normas y angulos, como se muestra a continuacion.

Ley de los cosenos. Sia; by c son las longitudes de los lados de un tridngulo

arbitrario, se tiene la relacién
) 7 7 .
o =a +b- — 2abcosB

Donde © es el angulo entre los lados de longitud a y b.

Para visualizar esta ley usando vectores, consideremos el triangulo determinado por

los vectores VyW, como se muestra en la figura.

A

U= ¢

~ -
g
[L e S, ]:|
- &
Figura 6

Entonces

e W =2 -2 T = | roy

% = W[ = [[7 |+ |[W] 2 =2(|¥[|[[W] cos® ()
Ahora, puesto que

|7 =W = (v =W (v —W) = [V [w]P -2V W

Entonces, despejando en (*) obtenemos
VW

VoW

V|

|| W||cos@
L AT = n
En el caso del ", si 7. W = R" son vectores no nulos, entonces usando la

desigualdad de CauchySchwarz
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1.1.8 EIlProducto Vectorial. [2]
El producto vectorial es una multiplicacion entre vectores que da como resultado otro
vector ortogonal a ambos. Dado que el resultado es otro vector, se define su médulo,
direccién y sentido.
El mddulo se calcula como el producto de los modulos de los vectores multiplicado
por el seno del &ngulo que los separa.
La direccion es sobre la recta ortogonal a ambos vectores, es decir que forma 90
grados con los mismos.
El sentido se calcula con la regla del tirabuzdn, imaginando que gira por la recta
ortogonal del origen entre uno y otro vector de tal forma que avance. Esto quiere
decir que en el producto vectorial importa el orden en que se multiplican los vectores,

ya que determina el sentido del vector resultado.

C, B

AxB=C

Figura 7
'

uxv
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El producto vectorial se puede expresar mediante un determinante:

rJ ok U- U U U Uy U
UXV = Us L.-'3=2 - G+ ek
vz V3| M1 V3 Vi V2
Vi Vo V3
Ejemplos
Calcular el producto vectorial de los vectores
Y=(1,2,3)y ¥ = (-1, 1, 2).
P J ok
— - 2 3+ (1 3~ |1 2+
uxv=|1 2 3:1 21— 1 2}+ L qk=
-1 1 2
=7+5]-3k
Dados los vectores & =3 =7 +K yv =it +K , hallar el producto

vectorial de dichos vectores. Comprobar que el vector hallado es

ortogonal a “yv.

i J Kk
Sxv-B 1 1:‘—11 1‘? 1;‘? - 2i-2je
11 1
(uxv)Llu (-2,-2,4)(3,-1,1)=-6+2+4=0
(Uxv) Ly (-2,-2,4)-(1,1,1)=-2-2+4=0
Ux

El producto vectorial de es ortogonal a los vectores “yv.
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1.1.8.1 Area del paralelogramo[3]

e - e ) Geométricamente, el médulo del
_.-'.; producto vectorial de dos vectores
/ coincide con el area del
paralelogramo que tiene por lados a

esos vectores.

—

A= ‘u‘-h= |qu‘sen@;= ‘u xv‘

Figura 8

Ejemplo

Dados los vectores u=[3,1,—1)yv=[2,3,4)’ hallar el éarea del

—

paralelogramo que tiene por lados los vectores Yy v.

2 i J ok 1 -1 B -1~ [3 1
uxv=3 1 —1=‘3 _4?—‘2 _4 }'+2 3@:??-14}+?E
2 3 4

A = )J’xﬂﬂf?hmz + 72 = 2047

1.1.8.2 Area de un triangulo[3]
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Ejemplo
Determinar el area del tridngulo cuyos veértices son los puntos A(1,
1, 3), B(2, -1, 5) y C(-3, 3, 1).

AB = (1,-2,2) AC =(-4,2,-2)
i F k
w=ABXAC=|1 -2 2|=
4 2 -2
‘2 Er-‘l 2}+‘1 g -07-67 -6k
2 =2/ |-4 -2 |-4 2
w = (0, -6, -6)

‘E| - \/DZ +(-6)" +(-6)" =642

A= %-6@: 342 U2

1.1.8.3 Propiedades del producto vectorial[3]

» Anti conmutativa Jx v=—v x u

» Homogénea A (a x;) = (Xa) X V= ax
(V)

» Distributiva JX (; +W) = E*’Fx v+ Jx
w.

» EIl producto vectorial de dos vectores paralelos en igual

—

al vector nulo. Ully Uy wv= 0

> El producto vectorial “ x ves perpendicular a Yy av.
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1.1.8.4 El modulo de un vector [3]
El mddulo de un vector representa su longitud. Se calcula como la raiz cuadrada
de la suma de sus componentes elevadas al cuadrado.

m2 T3
En Xse calcula como: En R se calcula como:

b o -

Figura 10

1.1.9 Aplicaciones de los Vectores. [3]
Los vectores nos ayudan a calcular los diferentes componentes en algebra a encontrar

como por ejemplo:

Distancia entre dos puntos

d(A, B)= (%, — %) +(¥,-v:)

Coordenadas del punto medio

B (xg¥y)

—+

A1 e
i

"

e
11

A (q.¥y)

Figura 11
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Tres puntos alineados

A3y ) Ha _ 'H.E FH _yE

Figura 12

Simétrico de un punto
ﬁ ﬁ

> AM = MA

Figura 13

Coordenadas del baricentro

XK 4 Vil th

f
33

Figura 14

Divisién de un segmento

P4
=]

Figura 15
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2. Rectas en el Espacio, Angulos, Cosenos y Nimeros Directores de una
Recta. [3]
La unidén de infinitos puntos, da origen al otro principio basico de la geometria: La
Recta.
La representacion mas cercana de la

recta es un hilo tenso o la marca que deja Horizontal ~ s4——*

un lapiz en el papel. Es infinita, porque como I linea del horizonte

sus extremos son ilimitados y en ella hay

Vertical como el hilo a plomo

infinitos puntos, la identificaremos con
letras mindsculas.

Por ejemplo: Ab.c,mn... Oblicua /"

Una recta puede tener direcciones: cuandn es distinta a3 las dos Anteriores

Recordemos que una recta en el plano queda determinada al especificar su pendiente
y un punto por donde pasa. En R una recta queda determinada especificando su
direccion y uno de sus puntos.

En efecto, sea u=(a,b,c) un vector no nulo en K3, la direccién de la recta, llamado

vector director de la recta; y sea un punto de la recta dado por Po=(Xo, Yo, Zo).

Queremos encontrar la ecuacion de la recta, es decir, la ecuacion que satisfacen las

coordenadas de un pt

P(xy.2)
/
tu
/ EjeY

Eje X

Figura 16
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Cosenos directores
Las componentes de un vector unitario en una base ortonormal { j},

son el coseno y el seno que forma con el vector / de la base.

A B
CO5 & = —————— 5EN0 = ———
",-_1"2 +52 'I',."_'||2 +52
Estas expresiones se llaman cosenos directores de la recta, ya que la

segunda puede escribirse como: sen a = cos(90° - a).

2.1.1. Ecuaciones de una Recta.

Ecuaciones de una Recta &’
Definimos una recta r como el

conjunto de los puntos del plano,

p“l”'l% alineados con un punto P y con una

-

. direccién dada ¥.
Figura 17

Ecuacién vectorial de la recta

Si P(X1, y1) es un punto de la recta
r, el wvector ﬁtiene igual
direccion que ;, luego es igual a
;multiplicado por un escalar:

PX =k -v kel

- fFigurals PX =0X - OP OX -0P =k -v
OX =0P +k -v
(X, )= (X, yy )+ K-(vy,v,)

Ejemplos
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Una recta pasa por el punto A(-1, 3) y tiene un vector director ¥ =

(2,5). Escribir su ecuacion vectorial.
(X,¥)1=(-1,3)+k -(2,5)
Escribe la ecuacidn vectorial de la recta que pasa por los puntos
A(1, 2) y B(-2, 5).
AB=(-2-15-21=(-3 3)
(%X, y)1=0(1,21+k-(-3,3)
Ecuaciones Paramétrica de la recta

Realizando las operaciones indicadas en la ecuacidn vectorial se

obtiene:

(X, ¥ ) =X, )+ K-(vy,v,)

(X y)=(X +k vy, +k-v,)
Igualando, obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta.

X =X, +k-v,

y=y,+k v,

Ejemplos
Una recta pasa por el punto A(-1, 3) y tiene un vector director ¥ =
(2,5). Escribir sus ecuaciones paramétricas.

x =-1+2k

v =3+5k
Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los
puntos A(1, 2) y B(-2, 5). AB=(-2-15-2)=(-33)

x =1-3k
y =2+3k
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2.1.1.1. Ecuacidn continta de la recta[1]
Si despejamos el parametro k de las ecuaciones parameétricas e

igualamos, obtenemos la ecuacidn continua de la recta.

Kk=2"*%
X=X, +k v, Vy
y =y, +k-v, K _ Y V¥
VZ
X=X V-V

Ejemplos
Una recta pasa por el punto A (-1, 3) y tiene un vector director v =
(2,5). Escribir su ecuacion continua.

x+1 y-3
2 2

Escribe la ecuacidn continua de la recta que pasa por los puntos A

AB=(-2-15-21=(-3 3)

Xx-1 y-2
-3 3

2.1.1.2. Ecuacidn punto-pendiente
Partimos de la ecuacidén continua la recta, quitamos denominadores y

despejamos:

(x—-x) v, =(¥-y,)-v,

v
y -y, =2 (x-x)
1

Como
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m=_2
1
Se obtiene:
¥ -y, =m(x—x,)
Ejemplos

Calcular la ecuacion de la recta que pasan por los puntos A(-2, -3) y
B(4,2).
_ 243 _ o
4+2 6
y+3=g(x +2)

Calcular la ecuacion de la recta que pasan por A(-2, -3) y tenga una
inclinacion de 45°.

tg 45°=1

YV+3=X+2

2.1.1.3. Ecuacion general o implicita de la recta

Partimos de la ecuacion continua la recta

X=X, _¥Y-¥
l"(rl VZ

Quitamos denominadores:
(X _xl) -V, = (V_V1)"-""1
VX — VX, =¥ -V,
Trasponemos términos:

VX —Viy +Vyy — VX, =0

Transformamos:

A=v, B=-v, C=vy —Vv,x
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Y obtenemos la ecuacion general de la recta.
Ax+By +0L =0

Las componentes del vector director son:
v =(-B, A)
La pendiente de la recta es:

mo_58
R

Escribe la ecuacion general de la recta que pasa por los puntos A(1,
2) y B(-2, 5).

. Xx-1 y-2
AB=(-2-1,5-2)=(-3,3) .3 3

XxX+y-3=0

Calcular la ecuacion de la que pasa por A (1,5) y tiene como

pendiente m = -2.

y-5=-2(x-1) ¥y —5=-2x+2
2x+y—-7=10
2.1.1.4. Ecuacidn de la recta en forma explicita

Si despejamos y en la ecuacion general de la recta, se obtiene la

ecuacion explicita de la recta:

yo A, C
B B
Vv =mx-+b

El coeficiente de la x es la pendiente, m.
El término independiente, b, se llama ordenada en el origen de una
recta, siendo (O, b) el punto de corte con el eje de ordenadas.
Calcular la ecuacion en forma explicita de la recta que pasa por A
(1,5) y tiene como pendiente m=-2.

y-5=-2(x-1) y—-5=-2x+2
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Vv =-2x+7

2.1.1.5. Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

Si los puntos A (X1, Y1) ¥ B (X2, y2) determina una recta r. el vector

director de la recta es: v =A
Cuyos componentes son:
V=X —X) V=V, - ¥,
Sustituyendo estos valores en la ecuacién continua, obtenemos la
ecuacion de la recta que pasa por dos puntos.
X=% _¥—-%
X =% YoV

La ecuacidn de la recta que pasa por los puntos A(1, 2) y B(-2, 5)

es:
x-1 y-2
-2-1 5-2

2.1.1.6. Ecuacion candnica o segmentaria [3]

Figura 19

Hallar la ecuacion canodnica de la recta que pasa por P(=2, 1) y
tiene por vector director v = (3, —4).

X+2 y-1
3 —4
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—4x -8 =3y -34x+3y+5=0
Siy=0=x=-5/4=a
Six=0=y=-5/3=n.

|
mmh

2
3

Ecuaciones de una Recta R’

\ Q

EjeY
Figura 20

Eje X

La ecuacCion de 1a e — e e oo o ioryor —uy e e emeer e 2CtOr U=(a,b,C)
viene dada por las diferentes ecuaciones de la recta.
2.1.1.7. Actividades: [3]
Ejercicio N°1:
Encuentre la ecuacion de la recta L que pasa por P(1,2,-1) y es paralela al vector
u=(2,3,-2). ¢Estéa el punto (2,1,2) sobre la recta L? ;Esta el vector (3,5,-3) en la recta
L?
(Ver solucion)
Ejercicio N°2:
Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(2,3,-4) y Q(3,-2,5)
(Ver solucion)
Ejercicio N°3:
Encuentre la ecuacion de la recta L que contiene a (2,3,-2) y es paralela a la recta
x-2 y+1 z-5
3 6 2
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(Ver solucion)
Ejercicio N°4:

Encuentre la interseccion de las rectas

Li: x= 1+t Lo: x= 17+ 3t
y= -3+2t y= 4+t
z= -2-t z= -8-t

(Ver solucion)
Ejercicio N°5:

Encuentre la ecuacién de la recta L que pasa por (-2,3,4) y es ortogonal a

L x= 3-2t Lo: Xx= -2+ 4t
y= 4+3t y= 3-2t
= -7+5t z= 3+t

(Ver solucion)
SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Soluciéni:
X=1+2t
y=2+3t

z=-1-2t parateR.

(2,1,3)eL si al sustituir en las ecuaciones anteriores hay algun valor de t que las

satisfaga.

2=1+2t < t=1/2 pero para la coordenada y, 1# 2+3(1/2). Por lo tanto el punto
(2,1,3) L.

Por otro lado, el punto (3,5,-3) €L, ya que satisface las ecuaciones paramétricas de la
recta para el valor del parametro t=1. Sin embargo el vector v=(3,5,-3) no esta en L
ya que para eso el origen también deberia estar en L y no lo esta

Solucion2:
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Eje X

El vector director de la recta es u=(3,-2,5)-(2,3,-4)=(1,-5,9), de donde la ecuacion de
la recta viene dada por
X= 2+t
y= 3-5t
z=-4+09t parate®R.
Solucion3:
Dos rectas son paralelas si sus vectores directores son paralelos, por lo tanto,
podemos tomar como vector director de L el mismo vector director de la recta dada

que es (3,6,2) y asi la ecuacion de L es

X= 2+3t; y= 3+6t; z=-2+2t paratefR.
Solucion4:
Li:x= 1+t Lo:x= 17+ 3s
y= -3+2t y= 4+s
z=-2-t z= -8-5

¢Hay valores de t, s para los cuales?
1+t=17+3s
3+2t=4+s
-2 -t= -8 —s ? Eso significaria que el sistema:
t-3s=16
2t—s=7
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-t + s = -6 tiene solucion. En efecto,

1 -3]| 16 1 -3 16 1 -3]16 10/ 1
2 -1 7|->|0 5|-25|—>|0 1|-5|->|0 1|-5],de
-1 1/-6 O -2| 10 0 0] 0 0 0] 0

donde t=1, s=-5. Por lo tanto el punto de interseccion es (2,-1,-3)

Soluciénb:

El vector director de L debe ser ortogonal a las rectas L; y L,. Por lo tanto debe ser
ortogonal a sus vectores directores

(-2, 3,5) y (4, -2, 1), es decir, el producto vectorial de los dos

i j k
-2 3 B|=(13,22,-8) y la ecuacion buscada es
4 -2 1
L:x= -2+ 13t
y= 3+22t
z= 4 -8t
2.1.2. Rectas Paralelas. [3]

Dos rectas son paralelas si sus vectores directores son paralelos, es
decir, si éstos son linealmente

dependientes.

/ "
U=K.-v
/'I U, v,
| U, Vv,
Figura 21 Dos rectas son paralelas si tienen sus
pendientes o vectores directores iguales.
ml‘ = m!
Dos rectas son paralelas si los coeficientes de x e y respectivos son

proporcionales.
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A _ A
IB1 BZ
Dos rectas son paralelas si forman un &ngulo de 0°.
FEAX+BY+C=D ;r=F5={_B,A:‘
ris
_ A
S§=AXx+By+k =0 kel mr=m:=—§
Ejemplos

Calcula k para que lasrectasr=x+2y-3=0ys=x-ky +4 =0,

sean paralelas.

m =—£ m =l
' 2 ok
1 1

11 k= -2
2 Kk

Calcular una recta paralelaar=x+ 2y + 3 = 0, que pasen por el
punto A(3,5).

y—5=—%(x—3) 2y -10=-x+3

X+2y-13=0
Hallar la ecuacion de la recta paralela ar = 3x + 2y -4 = 0, que pasa
por el punto A(2, 3).
3:2+2-3+k=0 k=-12
3Xx + 2y -12=0
La rectar =3x + ny - 7 = 0 pasa por el punto A(3,2) y es paralela a
la recta s = mx + 2y - 13 = 0. Calcula my n.

Acsr
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3 3+n 2-7=0 n=-1
Fls
i = __1 m = _6
m 2
2.1.3. Angulo entre dos Rectas Perpendiculares. [3]

Angulo entre dos rectas

Se llama éangulo entre dos rectas al
menor de los angulos que forman
éstas. Se pueden obtener a partir de:
Sus vectores directores

|“1 -V +U2'V2|

\fulz +u,’ -\/vf +v,°

COs &=

Sus pendientes

i, —m,

g a=|—=——"—
d 1-m, -m,

Hallar el angulo que forman las rectas ry s, si sus vectores
directores son: ¥= (-2, 1)y ;:(2, -3).
|(—2,1)-(2,—3)|_ |—?|

5413 J65

a =29° 44f

COS & = =0.868

Determina el angulo que forman las rectas r=x + 3y - 2 =0 y s= 2x
-3y+5=0.
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2,1
tqg a 3 3 | _1.,2857
1_3_(_1]
3173
@=52° 8

Dadas las rectasr=3x +y-1=0y s =2x+ my - 8 =0, determinar

m para que formen un angulo de 45°.

= 45° cos 4 5® = E
2
v, =(-1, 3) v, =(-m, 2)

N2 _-1-(0m)+3-2 (\5]2:[ m +6 T

2 fi:9./m’+4 2 J1+9 -+fm® +4

2

36+12m+m* 1 »
== m -2m-4=0
1004 +m?) 2

=4 m, =-1

Rectas perpendiculares [3]
Dos rectas son perpendiculares si sus
— vectores directores son
perpendiculares.

Ve-ve=0
Si dos rectas son perpendiculares tienen

sus pendientes inversas y cambiadas de

signo.
Figura 23 1
m, =——
mf‘
r=Ax +By +C =0 vr=(-B, A)
rls
s=-Bx+Ay+k =0 k=R ve =(A,B)
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Ejemplos
Calcular una recta perpendicular ar=x + 2 y + 3 = 0, que pasen por
el punto A(3,5).

1

y-5=2-(x-3)
2x -y —-1=0
Hallar la ecuacion de la recta perpendicular ar =3x - 2y - 1 = 0,
que pasa por el punto A(-2,3).
v =(-2,-3) n, =(3,-2)

2x+3w+13 =0

3 2
Sean las rectasr=3x + S5y - 13 =0y s =4x - 3y + 2 = 0. Determinar
la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de ellas

y es perpendicular a larectat=5x -8y +12 =0

3w o+ v - 15 =0 P(l,?) E=(5,—8)
dx -3y + 2 =10

x-1_y-2
5 -3

Calcula k para que lasrectasr=x +2y-3=0ys=x-ky+4=0,

Sx+oy -15 =0

sean perpendiculares.
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2.1.4. Distancia de un Punto a una Recta. [3]

La distancia de un punto a una
recta es la longitud del segmento
perpendicular a la recta, trazada

desde el punto.

diP,r) = |ﬁi’|

Plipy-Pz)

|A-p, +8B-p, +C]
NAZ + B?

Hallar la distancia del punto P(2,- 1) alarectar=3x +4y=0.

|3-2+4-(—1)|_2

Figura 24 dip,r=

diP,r)=
IR + 4 2
2.1.4.1. Distancia al origen[1]
dio, r)= |C|

a7 482
Hallar la distancia al origen de la rectar = 3x - 4y - 25 = 0.
25| _25 _
2 +(-4) 2

dio,r) = )
Una recta es paralela a la que tiene por ecuaciénr = 5x + 8y - 12 =

0, y dista 6 unidades del origen. (Cudl es su ecuacién?
Fls §=5x+8y+0 =0

do,s)=6 D .6 D-:6489

v9* + 8
5x +8y +6/89 =0

Una recta es perpendicular a la que tiene por ecuacionr = 5x - 7y

+ 12 = 0 y dista 4 unidades del origen. (Cudl es su ecuacidn?
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Fls §=7/x+by+D =0
d(0,s)=4 P4 D = t4.j74

N

7x +5y +474 =0

2.1.4.2. Distancia entre rectas

Para hallar la distancia entre dos en
rectas paralelas, se toma un punto
cualquiera, P, de wuna de ellas vy
calcular su distancia a la otra recta.

dir,s) = diP,s)

Hallar la distancia entre las rectas: r =

Figura 25
3X-4y+4=vys=9x-12y-4=0.
3.9 -306 = -36 Fls
-4 -12
30-4y+4=0 y=1
PO lyer
9-0-12'1-4
d@as>=| [_16

J9? +122 15
La distancia entre dos rectas también se puede expresar del del
siguiente modo:
c-C
JAZ+ B2

Calcular la distancia entre las rectas:

dr,s)=
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_|x=2-3k e X*3_¥+5
v =1+k -3 1
rex+3y-5=0 s5=x+3y +18 =10

18+5
dir,s)-LE5l L 23

JZ+37 A0

3. Planos. [3]
Lo mas parecido a este elemento del espacio es una hoja de papel, pero lo diferencia
de ésta, el hecho que es ilimitado y no tiene grosor.
El plano es una superficie infinita, formada por infinitos puntos que siguen una
misma direccidn, es decir, hay rectas que quedan totalmente en ellas.
El plano se identifica con: letras griegas, letras mayusculas, letras mindsculas y
combinacion de letras mayudsculas y mindsculas. Por ejemplo: a, b, ABC, ab, Mn...
Las paredes de nuestra casa, el pavimento de las calles, la superficie de una laguna,
son representaciones de planos. Es importante saber que en un plano podemos
encontrar puntos y rectas, y obtener figuras geométricas.
Hay planos: Horizontal, Vertical y oblicuos.

Una wvez conocidas las ideas

geométricas, las relacionaremos, para
determinar aspectos que son muy
importantes de analizar.

PUNTOS Y RECTAS: a) Vamos a

determinar un punto en el espacio.

¢Cudantas rectas pueden pasar por él? ;A

cuéantas rectas pertenece ese punto? Figura26.- Puntos y Rectas
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Como las rectas no tienen grosor,

K obtenemos un dato fundamental de la
geometria “Por un punto del espacio pasan
BY* { B infinitas rectas”.

i /i b) Ahora elegimos dos puntos del
) __l _é/ : 3 espacio. ¢Cuantas rectas unen a esos dos
| R B puntos?. Recordemos que ni puntos ni

ya | rectas tienen grosor. (Fig. 27)

a Conclusion:

“Dos puntos del espacio determinan una

Fig.27.- Dos Puntos forman una Recta sola recta”.
Existen relaciones entre el plano, los puntos y las rectas que pueden llegar a
producir interesantes resultados, cuyo analisis nos permite explicarnos varios

aspectos de la realidad.

3.1.1. Ecuaciones de un Plano:
3.1.1.1. Ecuacion vectorial del plano
Para determinar un plano del espacio se necesita conocer un punto P
y un par de vectores que formen una base, es decir, que sean

linealmente independientes.

Figura 28
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Para que el punto P pertenezca al plano m el vector F* tiene que

- -

ser coplanario con ¥yV¥ es decir, que dependa linealmente de
v,
PX = M +pv
(X=X ¥ = Vo Z = Zy)= AUy, Uy Ug )+ (Vg V5, V)

XV, Z) = (X0, Voo Zg )+ AUy, Uy, U ) H R Ve,V 5, V)

3.1.1.2. Ecuaciones Paranétricas del plano
Si operamos en la ecuacion vectorial del plano llegamos a la
igualdad:
(X;F;2)=[XD+U1}‘+V1#;'}J’D tUy A+ Vop, 2y +U3}“~+V3P¢)
Para que se verifique esta igualdad, se debe cumplir que:
X=X, +tU AtV

Y=Yyt h+vep
Z=Z +uh+v

3.1.1.3. Ecuacion general o implicita del plano
Un punto esta en el plano n si tiene solucion el sistema:
X—X,=U h+v

Y-y;=wiA+v
Z-Zg=U A+v

Este sistema tiene que ser compatible determinado en las incdgnitas
Ay p- Por tanto el determinante de la matriz ampliada del sistema
con la columna de los términos independientes tiene que ser igual a

Cero.
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X - X, U v
Y-y, W, v,|=0

Desarrollando el determinante

y P .
p obtenemos:
&
'
Y U, V U, v U, v
2 2 1 1 1 1
€(0.0, ¢ U v [X_XD)_U v [Y_YD)"'U v [z—zn):[}
3 3 3 3 2 2
so.b0p Damos los valores:
! z u, v U, v u, v
| A2 "2 g-_|1t 't c=|1 "t
Afa,0,0) | US va U3 VS u2 VE
" Figura o
: Sustituimos:
K .
Alx =xg)+8(y —vy)+C(z~-2,)=0
Realizamos las operaciones y le damos a D el valor:
0 =-Ax, -8y, -Cz,
Obtenemos la ecuacion general de plano:
Ax +By +Cz+0 =10
3.1.1.4. Ecuacidn candnica o segmentaria del plano

Sean los puntos A(a, 0, 0), B(0, b, 0) y C(0, 0, c),
la ecuacion candnica viene dada por:

E+£+£=1E=£ b=£ c=£
a b ¢ A B C

Ejercicios
1. Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas del plano que pasa

por el punto A (1, 1, 1) y tiene como vectores directores a

d=(1,-1, 1)y v =(2,3,-1)
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¥=1+A+2u

x-1 1 2
yv=1-2+3u v-1 -1 3Z|=0
Z=1+xa-p z-1 1 -1

ﬁ

N —2X+ 3 +22-60=0
2. Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas del plano que pasa
por los puntos A(—1, 2, 3) y B(3, 1, 4) y contiene al vector

= (0,0,1)
AB =(3+1,1-2,4-3)=(4,-1,1)
=-1+4x ¥x+1 4 0O
y=2-h -2 -1 0/-=0 —x -4y +7=0
Z=3+h+p z-3 1 1

3. Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas del plano que pasa
por los puntos A (-1, 1, —1), B(0, 1, 1)y C(4, -3, 2).

AB=(0+1,1-1,1+1)=(1,0,2)

AC = (4+1,-3-1,2+1) = (5,-4,3)

=-1+2+5 »+1 1 5
v=1-4u -1 0 -4=0 By + /v -4z-3=0
=-1+20+ 30 z+1 2 3

4. Sea m el plano de ecuaciones paramétricas:

¥=1+h+p
V=2 - A+ 21
z=4h- 3

Se pide comprobar si los puntos A (2, 1, 9/2) y B(0, 9, —1)
pertenecen al plano.

*»-1 1 1
-2 -1 2(=0 -Sx+7y +3z-9=0
z 4 -3

—5-2+?-1+3-§—9¢D A

[ 1]: Profesores de Matemadticas C.E.|. de C.ceres Juan Luis Corcobado Cartes(@ Juan Luis Corcobado Cartes)
[ 2]: CALCULO VECTORIAL (Tercera Edicién) Jerrold E. Marsden & Anthony J. Tromba
[ 3 ]: http://es.wikipedia.org/



Cdlculo IT (U.A.J.M.S.)

=504+ ?-9+3-[—1)—9#D Ben
5. Hallar la ecuacién segmentaria del plano que pasa por los puntos
A(1, 1, 0), B(1, 0, 1) y C(0, 1, 1).
AB=(1-1,0-1,1-0)=(0,-1,1)

AC = (0-1,1-1,1-0) = (-1,0,1)
wv—-1 -1 0O|=0 ¥ -y¥-FZ+2=10

Dividiendo por —2 obtenemos la ecuacidon segmentaria:

I S|

2 2 2

6. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto A(2, 0, 1y
contiene a la recta de ecuacion:

¥-1 ¥+3
21

z
-1

—-

De la ecuacién de la recta obtenemos el punto B y el vector¥.

B(1,-3,0) AB - (1-2,-3-0,0-1)=(-1,-3,-1)
A(2,0,1) Gg=-(2,1,-1)  AB-=(-1,-3,-1)
-2 2 -1
W 1 -3=0 dy -3y +5z-13=0
z-1 -1 -1

7. Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1, =2, 4),

B(0, 3, 2) y es paralelo a la recta:

x-1 y-2 z+1

4 1 >

A(l,-2,4) AB = (-1,5,-2) d=1{(41,2)
x-1 -1 4
+2 5 1i|=0 Ay -2y -7z+20=0
-4 -2 2
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8. Dadas las rectas

x+2 y-1 z+1 S=x—1_y—3_£

F=—3 >~ -1 > T2 T3

Determinar la ecuacidn del plano que contiene a r y es paralelo a s.

A(-2,1,-1) a=(3,2-1) v =(-2,-2,3)
B
v—-1 2 -2|=0 dy =7y - 22+ 153=0
z+1 -1 3

3.1.2. Planos Paralelos e Interseccion de Planos.

El paralelismo entre planos se determinara al comprobar el paralelismo de al menos,
dos direcciones distintas de rectas contenidas en dichos planos. Ademas para que sean
paralelas dos planos deben ser paralelas sus proyecciones

EN ACOTADOS DOS PLANOS SERAN PARALELOS SI Y SOLO SI LO SON
SUS RECTAS DE MAXIMA PENDIENTE

3.1.2.1. Paralelismo entre plano dado por sus trazas:

En este caso momo el plano esta definido por sus trazas, el nuevo plano sera dado por
las rectas caracteristicas de las trazas (frontales y horizontales).

Ejemplo:

Dado el plano definido por sus trazas y el punto “C”, por “C” trazar un plano
paralelo al plano VH.

Solucién:

Por el punto “C” se trazan las rectas caracteristicas paralelas al plano original VH

(Fig. 30):
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hH

Fig. 30- Paralelismo entre Plano dado por

sus Trazas

3.1.3. Distancia de un Punto a un Plano.

La distancia de un punto, P, a un plano, n, es la menor de la
distancia desde el punto a los infinitos puntos del plano.

Esta distancia corresponde a la perpendicular trazada desde el

punto al plano.

P(%g, ¥ Zo) T=Ax+By+Cz+0D=0
d(P, )= |(ﬂ|X,:,+ By, + Cz, +D|
NAZ + B2 4+ 2
Ejemplo

Hallar la distancia del punto P(3, 1, —-2) a los planos
n152x+y—z+1=l:ly 11:2525,’—3=Dl

(P m) - p3+11-1(-2+1 10
o g2 124 (1)

&

p1-3 1

diP, )= ——— 1 _ -
P, %) O e 22i0? 2
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Hallar la distancia del punto Q(5, 5, 3) al plano
T = [x,y,z] = [D,DJ—4)+ [2,2f—1)l+ [—S,E,Dju.

X 2 -3
W 2 2|=0 Zx+ 3y + 107+ 40=0
z+4 -1 0O

52+35+10:3+ 40 o5

d (0, x) = _
(@) f27 32 4107 Y113

3.1.3.1. Distancia entre planos paralelos
Para calcular la distancia entre dos planos paralelos, se halla la
distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro.

También se puede calcular de esta otra forma:

T, = Ax+ By +Cz+ D, =0 T,=Ax+ By +Cz+0,=0
—D|
STORA .
Azt 2
Ejemplo

My=2x-y—-272+5=0

Calcular la distancia entre los planos y

T.=4x -2y -4z+15=0
2 -1 -2 5

= = —
4 -2 -4 15
Los dos planos son paralelos.
Transformamos la ecuacion del segundo plano para que los dos

planos tengan el mismo vector normal.

EZEEX—y—22+1—25=D
1_25_5‘ 5
dl[ﬂifmzj T A
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3.1.4. Angulo entre dos Planos.
El &ngulo que forma una recta con un plano es el que forma la recta con su
proyeccion sobre dicho plano. Para determinar la proyeccion de una recta sobre un
plano cualquiera, distinto a los de proyeccion, trazamos por un punto de la recta una
perpendicular al plano y hallamos su interseccion con él.
Uniendo este punto con el punto “I” de interseccion de la recta dada con el plano

también dado, obtenemos la proyeccion de “r”” sobre “P” (Fig. 31):

Fig. 31.- Angulos

3.1.4.1. Angulo entre planos:
Ejemplo:
Dado el plano definido por sus trazas “VH” y el plano definido por (V’H’),
determinar el angulo entre los planos.
Solucion:
1.- Se toma un punto arbitrario “P” y se traza una recta “n” perpendicular al plano
“VH”.
2.- Se traza una recta “s” perpendicular al plano “H” que pase por “P”’.
3.- El angulo que forman las rectas “n” y “s” es igual al angulo entre los planos (Fig.

32):
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vy v v

VH=HV I YVIH=H'V
I

nit

sH

H,H Hl[

Fig. 32.- Angulo entre Planos

3.15. Angulo entre Recta y Plano.
Angulo de dos planos
Se entiende por angulo a formado por dos planos el que forman vectores

caracteristicos de ellos v y w, en el caso de que (v, w) [1 907, o bien 1807 +(v, w), si

(v, w) > 9007 .

T Figura 33 |

El hecho de que, tanto en un caso como en otro, se tenga cos o = | cos ( V, W )l, nos

permitira concluir que si los planos tienen por ecuaciones:
n: Ax +Ax_+Ax_+A =0
11 2 2 3 3 4
' v v v v
t:Ax +Ax_+Ax_+A =0
11 2 2 3 3 4
Entonces:
[ 1]: Profesores de Matemadticas C.E.|. de C.ceres Juan Luis Corcobado Cartes(@ Juan Luis Corcobado Cartes)

[ 2]: CALCULO VECTORIAL (Tercera Edicién) Jerrold E. Marsden & Anthony J. Tromba
[ 3 ]: http://es.wikipedia.org/



Cdlculo IT (U.A.J.M.S.)

‘A1A1+A2A2+A3A3

\/f A2 A° \/A‘E’3 A4 A
+ AT+ + +
1 2 3 1 2 3

Observa que de lo anterior se desprende que una condicidn necesaria y suficiente para

COS O =

que los dos planos sean perpendiculares es: A1 Al + A2 A2+ A3 A3=0.
Ejemplo:
Dado el plano definido por sus trazas y la recta “b”, determinar el angulo entre la
recta y el plano “VH”.
Solucion:
1.- Se determina la interseccion “I” de la recta “r”” con el plano.
2.- Se toma un punto cualquiera “D” sobre la recta y se traza una recta “e”
perpendicular al plano y que pase por el punto “D”.
3.- Se busca el punto de interseccion “E” de la recta “e” con el plano “VH”.
4.- El 4ngulo buscado es el que forma la recta “ID” con la recta “IE” (4ngulo entre

las rectas) (Fig. 34):

Fig. 34.- Angulo entre Recta y Plano
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3.1.6. Distancia Minima entre Rectas.
3.1.6.1. Distancia entre dos puntos:

La distancia entre dos puntos se determina por el verdadero tamafio del segmento que
ellas forman (Fig. 35):

T

Fig. 35.- Distancia entre Dos Puntos

3.1.6.2. Distancia entre un punto y un plano:
La distancia entre un punto y un plano esta definida por el segmento perpendicular
(AI), comprendido entre el punto “A” y la interseccion “I”, de la recta con el plano
(Fig. 36):
A

+
|
|
I
|
|
|

T
¥
I
o /3

Distancia entre £ Punto “4”
v el plano o

Fig.36- Distancia entre un Punto y un Pano
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Ejemplo:

Dado el plano definido por sus trazas “VH” y el punto “E”, determinar la distancia
del punto al plano.

Solucién:

1.- Por el punto “E”, se traza una recta “z” perpendicular al plano “VH”.

2.- Se busca la Interseccion “I” entre la recta y el plano.

3.- El verdadero tamafo de “EI”, serd la distancia del punto “E” al plano “VH”
(Fig. 37):

Fig. 37.- Distancia de un Punto a un Plano

3.1.6.3. Distancia entre dos planos paralelos:
Ejemplo:
Dado los planos definidos por sus trazas “VH, [ [], determinar la distancia entre
los planos.
Solucién:

1.- Se traza una recta cualquiera “d” que sea perpendicular a ambos planos.
2.- Se busca las intersecciones (1;-1,) de la recta con el plano.

3.- La distancia sera el verdadero tamafio del segmento (I;-1;) (Fig. 38):
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Fig. 38.- Distancia entre dos Planos Paralelos

4. Esfera. [3]

La circunferencia es el lugar
geométrico de los puntos del plano
que equidistan de un punto fijo

Illamado centro.

diC,P)=r
Jix-ay +(y -bf =r

Fieura Elevando al cuadrado obtenemos la
ecuacion:

(x-af +(y-bp=r
Si desarrollamos:
x2+y? -2ax-2by +&8 +b*-r* =0
y realizamos estos cambios:
A=-2a B=-2b C=a+b?-r?
Obtenemos otra forma de escribir la ecuacion:
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x2+y? +Ax+By+C =0

Donde el centro es:

y el radio cumple la relacion:

]

1 1 -
Para que una expresion del tipo:; ¥ *¥ *AX *By+C¢ =0

sea una
circunferencia debe cumplir que:

Los coeficientes de x? e y? sean iguales a la unidad. Si tuvieran
ambos un mismo coeficiente distinto de 1, podriamos dividir por él
todos los términos de la ecuacion.

No tenga término en Xxy.
2 2
ﬂ + E -0
2 2

4.2. Ecuacion reducida de la circunferencia

Si el centro de la circunferencia coincide con el origen de
coordenadas la ecuacion queda reducida a:

w2 +].f2 =2
Ejercicios
Escribir la ecuacion de la circunferencia de centro (3, 4) y radio 2.

(x -3F +(y -4F -4
x?-6x+9+y* -8y +16 =4
x*+y? -6x-8y+21=0

Dada la circunferencia de ecuacion x?> + y? - 2x + 4y - 4 = 0, hallar

el centro y el radio.
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Ci(1,-2)
4 =-2b bh=-2
C=a+b>-r* -4=1+4-r* r=3
Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
A(2,0), B(2,3), C(1, 3).

1 1 _
Si sustituimos x e y en la ecuacion ¥ *¥ *AX By +C =

coordenadas de los puntos se obtiene el sistema:

4+0+2A+0+C =0
4+9+2A+3B+C =0
1+9+A+38B+C =0

A=-3 B=-3 C=2
x> +y? -3x -3y +2=0

Opor las

Indicar si la ecuacion: 4x? + 4y? - 4x - 8y - 11 = 0, corresponde a

una circunferencia, y en caso afirmativo, calcular el centro y el

radio.

Como los coeficientes de x? e y? son distintos a la unidad, dividimos

por 4:

x2+y2—x—2y—14—1=[]

2. No tiene término en Xxy.

SEONER

Es una circunferencia, ya que se cumplen las tres condiciones.

- - -1
-1=-2a a=s
“o)
2
-2 - -2b b=1
L p r=2
2 4
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4.3. Actividades
Calcula la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en

(2,-3) y es tangente al eje de abscisas.

C(2,-3) s=y=0
F=diCs)=3
(x -2 +(y +37 =3

Figura 40

Calcula la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en (-1,

4) y es tangente al eje de ordenadas.

@ Cl-1,4) s=x=0

F=diC,s)=1

(x +1F +(y -4F =1

Figura 41

Calcula la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el
punto de interseccion de larectas x +3y+3=0,x+y+1=0,ysu

radio es igual a 5.

X+3y+3=0 C‘(D,—I)
X+y+1=0
A=-20=0 B=-2(-11=2
C=0+(-17 -5 C = -24

x?2+y? +2y -24=0

Figura 42
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Hallar la ecuacién de la circunferencia concéntrica con la

2 2 _ _ —
ecuacion® T¥ 6x +2y -6 'D, y que pasa por el punto (-3,4).

Por ser concéntricas tienen el mismo centro.

-6=-2a a=23
2 = -2b b=-1
C(3,-1) P(-3, 4

r-dP,C)=3+3F+(-1-47 - 61

- -6 B -2
C =3 +(-17 —(wf’m)z - _51

Figura 43

x2+y? -6x+2y-51=0

Los extremos del didmetro de una circunferencia son los puntos A(-

5,3) y B(3,1). (Cual es la ecuacidn de esta circunferencia?

1 1 z
r =§d(g,5)=§‘ﬁ3+5) +(1-3F =f17
A -5+3 3+1
C=[ > ! > ]=(_1J2)
B A=-2(-11=2 B=-22=-4

N C = (-1F +2* - (V7] - -12

x*+y? +2x -4y -12=0
Figura 44
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Hallar la ecuacién de la circunferencia concéntrica a la

r 1 -
circunferencia ¥ *¥ ¥ * 0¥ -17 =046 sea tangente a la recta 3x

-4y + 7 = 0.
-4 = -2a a==2
C(2,-3)
6 = -2b b=-3
r-dc,s)- 23" K37 _g
N9+ 16
A=-4 B-6 C=-4+9-25--12

x2+y? -4Ax+6y-12=0

Figura 45

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
A(2,1) y B(-2,3) y tiene su centro sobre la recta: x + y + 4 = 0.
(2-a) +(1-by = r
(-2-af +(3-bF =r?

atb+4=0

2-af +(1-bF =(-2-a +(3-bY
a+b+4=0

a=-2 b=-2 r=>5

X2+ +dx+y -17=0

Figura 46

Calcula la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (O, -

3), cuyo radio es ‘Ey cuyo centro se halla en la bisectriz del primer

y tercer cuadrantes.

[ 1]: Profesores de Matemadticas C.E.|. de C.ceres Juan Luis Corcobado Cartes(@ Juan Luis Corcobado Cartes)
[ 2]: CALCULO VECTORIAL (Tercera Edicién) Jerrold E. Marsden & Anthony J. Tromba
[ 3 ]: http://es.wikipedia.org/
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b?+b*> +6b+4=0

b=-1
C, (-1, -1)
A =-2(-1)=2
B, =-2(-1)=2

C -1+1-5--3
X2 +y?+2x+2¥y -3 =0

Cdlculo IT (U.A.J.M.S.)

(0-af +(-3-bf =5

at+b*+6b+4=0

Ces=y=x

b*+3b+2=0
b=-2
C;[—E,—E)
A, =-2:(-2) - 4
B, --2(-2)-4
C,-4+4-5-3

2
X2 +y? +4x+4y +3 =0

[ 1]: Profesores de Matemadticas C.E.|. de C.ceres Juan Luis Corcobado Cartes(@ Juan Luis Corcobado Cartes)
[ 2]: CALCULO VECTORIAL (Tercera Edicién) Jerrold E. Marsden & Anthony J. Tromba

[ 3 ]: http://es.wikipedia.org/
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Funciones de Varias Variables

1. Funcién de dos 6 mas Variables Independientes

1.1 Concepto de Funcion de dos 6 mas Variables Independientes [1]

Se dice que una variable z es funcién de las variables x e y cuando a cada par
ordenado de valores (x,¥) le corresponde uno y solo un valor determinado de la
variable z

Se simboliza z =f (x,¥)
Dominio de la funcién
Es el conjunto de pares de valores que pueden tomar las variables x e y para los
cuales la funcion z = f(x, y) esta definida

Rango de la funcién

Es el conjunto de los valores de z que son imagenes de los pares ordenados (x,y)

perteneciente al dominio de la funcion.

Funciones de varias variables independientes

Se dice que la variable "y es funcion de las variables x4 x5 ... x,, cuando a cada ‘n’

ordenada x3x;..x, de valores de las n variables independientes le corresponde uno

ysolo unvalor determinado de™ y" se simboliza: y = f (x1,%7 o XuN)
Ejemplos
1.f(x,y)=x-y Funcion de dos variables

f(1,2)=1-2=-1 Sustituya x por 1y ¥ por 2

f(2,-1)=2-(-1) =3 Sustituya x por 2 y ¥ por -1
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[ 2 ] MATEMgTICAS ICOU OPCIONES Ay B (1.5.B.N. 84-404-6841-5) Juan Luis Corcobado Cartes(@ Juan Luis Corcobado C.)
[ 3 ] EL CALCULO (7 ed.)



Cdlculo IT (U.A.J.M.S.)

fly,X) =y-x Sustituya X pory ¥ =y por X
2.h(X,y,2) =x+y+xz Funcidn de tres variables

h(2,2,-2)=2+2+2(-2)=0 Sustituya X por 2, y por 2,y z por -2.

2. Representacion Geométrica. [2]

Espacios Vectoriales de Varias Dimensiones.
Un espacio es de n dimensiones, cuando para determinar cada uno de sus puntos
hacen falta los valores de n pardmetros llamados Coordenadas del Punto y que se

representan por (x1,xz ... x,n).

ESPACIO AFIN

Espacio AFIN de n dimensiones es el espacio entre cuyos puntos y los conjuntos de

n nameros reales cualesquiera (x1,%xz..x,Nn) llamados coordenadas del punto, se

puede establecer una correspondencia biunivoca.

ESPACIO METRICO

Es un Espacio AFIN en el cual se introduce la manera de medir la distancia entre

dos puntos cualesquiera del mismo.

ESPACIO EUCLIDIANO

Un Espacio es EUCLIDIANO y de dimension n cuando:
1.- Es AFIN de dimension n

2.- La distancia entre dos puntos cualesquiera del mismo estd definida por:

d*> zi(x-i_xi)z
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Llamando d(4,B)a la distancia entre los puntos A y B del E? se verifica que:
1) d{4,B)=0 ©A=B8

2) d(A,B) =d(B,A)

3) d(A4,C) +d(C, B) = d(A,B)

El espacio Euclidiano de n dimensiones se simboliza con E"

2.1. Entornos e Intervalos y Dimensiones. [1]

Disco abierto de centro A(a, b) y radio "'r"

Es el conjunto de puntos del E* tal que :

S={P(x,y)/ (x-a)’+(y-b)>’<r* }osealad (P,A)<r b

Es el caso que sea menor o igual a r se tiene el disco
cerrado

\

d
Figura 75

Intervale rectangular abierto

Es el conjunto de puntos P(x, v) perteneciente al E2 tal que

S={P(x.ly)/ a<x=b "c=y=d} b
a X

En el caso de menor o igual se tiene el intervalo rectangular cerrado

Figura 76

Entorno circular

Entorno circular del punto A(a, b) y radio r es el disco abierto de radio r y centro
A(a, b) es decir es el conjunto de puntos del E? /S = { P(x, y) / (x-a)* + (y-b)><r? }
oseala d(P,A) <r . Se simbolizacon N (A, r)

[ 1] http://www.zweigmedia.com/MundoReal/Calcsumm8.html
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Entorno circular reducido

Entorno circular reducido del punto A(a, b) y radio r es el disco abierto de radio ry
centro A(a, b) excluyendo el punto A(a, b), es decir es el conjunto de puntos del E?
tal que:S={P(x,y)/ 0< (x-a)*+ (y-b)><r’*}oseala0<d(P,A)<r

Se simboliza con N' (A, r)

Entorno rectangular

Entorno rectangular del punto A(a, b) y semi-amplitud "d" es el conjunto de

puntos P(x, y) del E”tales que verifiquen:
|x-a| <d
ly-b| < d

Entorno rectanqular reducido

Es el mismo que el anterior pero excluyendo el punto A(a,b) es decir es el conjunto

de puntos P(x,y) del E? tales que
0 <|x-a|<d 0<|y-b|<d

2.2. Punto aislado[3]

Un punto de un conjunto se llama aislado cuando hay algun entorno suyo que no

contiene otros puntos del conjunto que el mismo.

Por ejemplo si llamamos Z al conjunto de los nameros enteros, el conjunto
definido por : S={P(x,y)/ xe Z"ye Z} estd formado solamente por puntos

aislados

2.3. Punto_interior Un punto perteneciente a un conjunto S se llama "punto

interior" de S cuando hay por lo menos un entorno suyo, cuyos puntos

todos pertenecen a S.
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2.4. Punto de acumulacién

Un punto pertenezca o no a un conjunto S, se llama punto de acumulacion de S,

cuando en todo entorno reducido suyo hay puntos del conjunto S.

Sidefinimosa S = {P(x, y) / (X)°+ (y)>°< 1}

Todos los puntos de S son de acumulacién y los de la circunferencia (x)? + (y)? = 1
también, ya que si bien no pertenecen a S en todo entorno suyo hay puntos que
pertenecen a S

Punto exterior

Un punto no perteneciente a un conjunto S se llama "punto exterior" de S cuando hay

por lo menos un entorno suyo, cuyos puntos ninguno pertenecen a S

Punto frontera

Un punto pertenezca 0 no a un conjunto S, se llama frontera de S si no es exterior

ni interior a S, es decir, en todo entorno suyo, hay puntos que pertenecena Sy

puntos que no pertenecen a S
Si definimosa S = {P(x,y) / (X)°+ (y)’<1}

Los puntos de la circunferencia (x)*> + (y)> = 1 son puntos frontera de S ya que en

todo entorno suyo hay puntos que pertenecen a S y puntos que no pertenecen a S.

2.5. Conjuntos Abiertos y Cerrados. [1]

Interior de un conjunto

Es el conjunto formado por todos los puntos interiores del conjunto

Exterior de un conjunto

Es el conjunto formado por todos los puntos exteriores del conjunto

[ 1] http://www.zweigmedia.com/MundoReal/Calcsumm8.html
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Frontera de un conjunto

Es el conjunto formado por todos los puntos fronteras del conjunto

Contorno de un conjunto

Es el conjunto de los puntos no exteriores que son puntos de acumulacion de

puntos exteriores
Sidefinimosa S ={P(x,y) / (xX)®+ (y)>°<1 ~ y#0}

La frontera es la circunferencia (x)2+ (y)> =1 cony =0 mientras que el contorno es

solamente

()°+ (v)* =1

Arco de carva siinple de Jordan

-

Una curva es una funcidn de un solo parametro

X =x(1)

v =y (1) (relaciones paramétricas de una curva)
Los puntos de la curva se obtienen dando valores al pardmetro t
En este caso, definimos que a<t<b

Figura 76 t

Se llama Arco de Curva Simple de Jordan si :

1) x=x(t) e y=y(t) son funciones continuas del parametro t

2) La curva debe ser abierta, los extremos no pueden coincidir, por lo que los puntos

extremos [x(a), y(@)] y [x (b), y(b)] no son iguales.

3) Existe una correspondencia biunivoca entre los puntos de la curvay los puntos

del intervalo a<t<b del parametro t
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Intuitivamente, lo que se pretende esque sea una curva continua (1ra.condicion),

abierta (2da. condicion) y que no tenga

decir que no se presenten las siguientes condiciones.

Primera condicién

v r

<

- discontinuidad|

A J

Conexion de conjuntos

Conjunto conexo

Segunda condicidn
F Y

L
\ Jx@=®)
" x@=y ()

Figura 77

puntos multiples

]

(3ra condicién). Es

Tercera condicién

punto
multiple

Un conjunto S se llama conexo cuando dos puntos cualesquiera del mismo se

pueden unir por un arco de curva simple de Jordan cuyos puntos todos pertenecen al

conjunto S.

Clonjunto simplemente conexo

Un conjunto S es simplemente conexo cuando para

toda curva simple cerrada de

Jordan perteneciente a S la region interior pertenece a S.

Es evidente que para que un conjunto sea simplemente

conexo, debe ser conexo, pero no todo conjunto conexo es

simplemente conexo

Ejemplo :

Sea S={P(x,v)/ r’<(x-a)* +(v-b)* <R? }
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Este conjunto es conexo, puesto que dos puntos cualesquiera de ellos se puede unir
por un arco de curva simple de Jordan cuyos puntos todos pertenecena S pero no es
simplemente conexo pues si se traza una curva cerrada de Jordan de un radio
intermedio entre r y R la region interior a la curva cerrada no esta totalmente incluida

enS.
Este conjunto es doblemente conexo

En general el orden de conexion de un conjunto conexo lo determina el nimero de

curvas que forman su contorno.

1. Funciones. [1]

1.1. Curvas y Superficies de Nivel.

Curvas de nivel

Se define como curva de nivel de una superficie z =f (X, y) a la proyeccion sobre
el plano”x y" de la curva que resulta de interceptar la superficie z = f(x, y) con un

plano z = constante de ecuacion z = k paralelo al plano "x y"

Superficie de nivel

Dada una funcion U=f(x, y, z) se denomina superficie de nivel a las que se
obtienen haciendo f(X, y, z) = k siendo k un valor constante y representandolas en el

espacio (X y z)

1.2. Actividades. [3]

1. Si en un total de 50 alumnos de primer ingreso, 30 estudian Basic, 25 Pascal y 10
estudian ambos lenguajes. ¢Cuantos alumnos de primer ingreso estudian al menos un

lenguaje de computacion” n? R/45. [1]
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2. Una compafiia tiene 350 empleados, de los cuales 160 obtuvieron un aumento de
salario, 100 fueron promovidos y 60 fueron promovidos y obtuvieron un aumento de

salario.[1]

a) ¢Cuantos empleados obtuvieron un aumento pero no fueron promovidos?
R/100.

b) ¢Cuantos empleados fueron promovidos pero no obtuvieron un aumento?
R/40.

c) ¢Cuantos empleados no obtuvieron ni aumento de salarios ni fueron promovidos?
R/150.

3. El diagrama representa un grupo de estudiantes que fueron encuestados y a los
cuales se les pidio su opinidon” n respecto de los temas A, B y C.

a 5

Al respecto se desea saber:
a) ¢Numero de estudiantes de la muestra? R/64.

b) ¢Numero de estudiantes que opinaron del tema B o C? R/51.

[ 1] http://www.zweigmedia.com/MundoReal/Calcsumm8.html
[ 2 ] MATEMgTICAS ICOU OPCIONES Ay B (1.5.B.N. 84-404-6841-5) Juan Luis Corcobado Cartes(@ Juan Luis Corcobado C.)
[ 3 ] EL_CALCULO (7 ed.)




Cdlculo IT (U.A.J.M.S.)

¢) ¢Cuantos no opinaron? R/0.

d) ¢Cuantos estudiantes que habian opinado sobre el tema B opinaron sobre los temas
Ao C?R/12.

e) ¢Numero de estudiantes que opinaron de los temas Ay B? R/7.
f) ¢Cuantos dieron su opinion so” lo referente al tema A? R/13.
g) ¢Cuantos manifestaron su opinion sobre los tres temas? R/3.

h) ¢Cuantos opinaron sobre el tema C pero no sobre el tema B? R/12.

4. En un grupo de 165 estudiantes, 8 toman calculo, psicologa y computacion; 33
toman calculo y computacion; 20 toman célculo y psicologa; 24 toman psicologa y
computacion; 79 estan en calculo; 83 estan en psicologa y 63 toman computacion n.

[2]
a) ¢Cuantos estudiantes toman exclusivamente psicologa? R/AT.
b) ¢Cuantos estudiantes toman solamente dos materias? R/53.
c) ¢Cuantos estudiantes toman célculo y computacion? R/33.

d) ¢Cuantos estudiantes toman al menos una de las tres materias? R/156.

e) ¢Cuantos estudiantes no toman ninguna de estas asignaturas? R/9.

5. En una encuesta realizada a 120 pasajeros, una linea aérea descubrid” que a 48 les
gustaba el vino (V) con sus alimentos, a 78 les gustaba las bebidas preparadas (P) y a
66 el te” helado (T). Ademas, a 36 les gustaba cualquier par de estas bebidas y a 24

pasajeros les gustaba todo. Encuentre:
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a) ¢Cuantos pasajeros solamente les gusta el te”? R/18.
b) ¢A cuantos de ellos solamente les gusta el vino con sus alimentos? R/0.
C) ¢A cuéntos de ellos solamente les gusta las bebidas preparadas?R/30.

d) ¢Cuantos de ellos les gusta al menos 2 de las bebidas para acompafiar sus
alimentos? R/60.

e) ¢Cuantos de los pasajeros no beben ni vino. Ni te”, ni bebidas preparadas?
R/12.

6. Se tienen 3 juegos de video: llamados A, B y C. Un nifio juega los tres, 3 nifios
juegan A o B, 3 nifios juegan A o C, 4 nifios juegan B o C. Si sabemos que 8 nifios
juegan el juego A, 12 el juego B y 10 el C, entonces;

[2]

a) ¢Cuantos nifios juegan a lo mas los tres juegos? R/21.
b) ¢Cuantos nifios usan los juegos Ao B? R/17.

¢) ¢Cuantos usan B o C? R/18.

d) ¢Cuéntos nifios juegan so” lo el juego C? R/4.

e) ¢Cuantos nifios lo juegan un juego y so” lo un juego? R/13.

7. Un profesor tiene dos docenas de libros de introduccion a las ciencias de la
computacion y esta” interesado en la forma en que tratan los temas: compiladores (A),
estructuras de datos (B) e intérpretes (C). Los siguientes datos representan la cantidad

de libros que contienen material relativo a estos temas:[1]
|A|=8,B|=13,|C|=13,|JANB|=5|ANC|=3,BNC|=6y|[ANBNC|=2
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Determine:

a) ¢Cuantos libros incluyen el material de exactamente uno de estos temas?

R/12. b) ¢Cuantos no tratan ninguno de estos temas? R/2.

¢) ¢Cuantos no tienen material sobre compiladores? R/16.

d) ¢Cuantos libros no tienen material sobre estructuras de datos? R/11.

e) ¢Cuantos libros tienen al menos dos de estos temas en sus paginas?  R/10.

f) ¢Cuantos de ellos tienen a lo sumo dos de los temas tratados? R/20.

8. Al seleccionar un computador nuevo para su centro de calculo, el responsable del
mismo examina 15 modelos diferentes, considerando: el dispositivo para cinta
magnética (A), la terminal para mostrar graficas (B) y la memoria semiconductora
(ademas de la memoria principal). EI nimero de de computadoras con cualquiera o

todas estas caracteristicas es el siguiente:  [2]

IA|=[B|=|C|=6,|JANB|=BNC|=1,]JANC|=2,[ANBNC|=0.Hallar:

a) ¢Cuantos modelos tienen exactamente una de estas caracteristicas?  R/10.
b) ¢Cuantos modelos no tiene ninguna de estas caracteristicas? R/1.

¢) ¢Cuantos modelos de computadores tienen solamente las caracteristicas de mostrar
gréficas? R/4. d) ¢(Cuantos modelos tienen solamente dos y solo dos caracteristicas al

mismo tiempo? R/4.

9. Para una muestra de 100 chips l6gicos. Sean A, B y C los subconjuntos que tienen

los defectos D1, D2y D3 respectivamente: [2]
Si |A|=23, |B|=26, |C |=30, |A NBI=7, |A NC |=8, B NC |=10 y |A NB NC |=3,
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Entonces

a) ¢cuantos chips de la muestra tienen so” lo un defecto D1? R/5.
b) ¢cuénto chips tienen al menos dos defectos? R/28.

C) ¢cuanto chips tienen a lo sumo 2 defectos? R/45.

d) ¢cuénto chips no tienen ningln defecto? R/52.

10. Un grupo de primer ingreso de una escuela de ingenieria tiene 300 estudiantes. Se
sabe que 180 pueden programar en Pascal, 120 en Fortran, 30 en Apl, 12 en Pascal y
Apl, 18 en Fortran y Apl, 12 en Pascal y Fortran y 6 en los tres lenguajes.
Conteste:[2]

a) ¢Cuantos estudiantes pueden programar exactamente en dos lenguajes?
R/24.

b) ¢Cuantos estudiantes pueden programar a lo menos en dos lenguajes?
R/30.

¢) ¢Cuantos estudiantes pueden programar a lo sumo en tres lenguajes? R/294.

d) ¢Cuéntos estudiantes de la escuela de ingenieria no saben ninguno de estos tres

lenguajes? R/6.
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LIMITES Y CONTINUEDAD

1. Limites de una Funcion [1] Antes de definir el concepto de limites para funciones de

dos o mas variables, recordaremos el concepto de limites para funciones de una

variable independiente.

1.1. Definicién Formal de Limite.

Definicion : Dada una funcion y =f (x) que esté definida en un entorno del punto

X =,

esta funcion tiende al limite L cuando x tiende a o, si para cada numero positivo & por

pequefio que este sea, es posible hallar otro numero positivo d tal que para todo los valores

de x diferentes de a que satisfacen la desigualdad :
‘ X-0 ‘< 0
Se verifica la desigualdad
0 - L| <

Es decir:

Iimf(x) =L < 3 &€ A3 =3()

X—>a

De tal forma:

) -LU<e V |x-o <3

L

Esto nos indica que al trazar dos rectas paralelas al eje x que L+g

pasen por los puntos L+£ y L€ se encontraran todos los puntos

de la curva cuyos valores de x verifican que |X - Ct| < & L
L-=

y=1(x)

Figura 80
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Limite de funciones de dos variables independientes - Limite Doble

Dada una funcidn de dos variables independientes z = f(x, y) con dominio de definicidon Sy
rango T , esta funcién tiene limite L en el punto P (a, B) si para cada numero positivo ¢
arbitrario y tan pequefio como se quiera se puede hallar otro numero positivo 6 o sea
0=0(¢) que verifique que todos los puntos del entorno rectangular reducido del punto P
(a,B) tienen valores de la funcidn cuya diferencia con el valor limite L en valor absoluto sea
menor que el valor ¢ elegido arbitrariamente.

Esta definicidn nos expresa:

Imf(x,y) =L << de Ad=35() /
e

f(x y)-L|<e V (xy) de N'(P,d)

O< |x-al]<d

0< |y - [3| <S
A
Le |
L \ ........ _ zf(xy)
e ~ z=f(0f)

Figura 81
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Este limite se define como DOBLE o SIMULTANEO dado que se tiende al punto P (o,B)
segun entornos reducidos rectangulares.

También se puede considerar el entorno reducido circular siguiente:

2 2
0 < (X-a) + (Yp) < #
Si hiciéramos pasar planos paralelos al plano (x, y) por los puntos L+& y L-¢ todos los puntos
de la superficie z=f(x,y) que aparecen sombreados en la figura, estarian contenidos entre

los planos z= L+e y z = L€
1.2 Limites Iterativos 6 Sucesivos. [1]

Estos limites no deben interpretarse como limites dobles (en donde las variables tendian
simultdaneamente), sino como su nombre lo indica, limites que se suceden o se iteran.
Los limites iterados son los siguientes.

lim lim f(x y)=lim lim f(x, y)|= lim L (y)

Y—pB X—a

lim lim f0x y)= lim [Iim f(x. y)]:lmL(x)

X—>o Y—B X—> y—B

Estos limites presuponen la existencia de las funciones

Ly)= [lim f(x,y)] y

L(x) = L‘/'_QE f(x, y)}

En un cierto entorno reducido del punto P (a, B3)

Es decir que primero nos acercamos hacia el valor x=a. y la funcidn z=f(x, y) se acerca o se
transforma en la funcién z=f (a, y)= L (y).
En el otro caso nos acercamos hacia y = 3 y la funcién z=f(x, y) se acerca o se transforma en

la funcién z=f(x,[3)= L(x).
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Por lo tanto dada la funcién z=f(x, y) se pueden definir tres limites, el limite doble, y los dos

limites iterados.

b
+
=7
]

‘/ Figura 82 P (ap)

Ejemplos

Dada la funcion z =f (x,y) = (x.y)/ (x +y) hallar los tres limites en el punto P de

coordenadas (1,2)

Limite doble
Iim XY = 1.2 — 2
Y 1+ 2 3
Limites iterados
) . X. ] 1. 2
Iim lim XY - Iim =Y - =
y—2 x—1 X+Yy y—2 1+y 3
x>l y—>2 X +Y x=>1 X+ 2 3
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En este ejemplo los tres limites son iguales. Veamos otro ejemplo:
z=f(x,y)= (x+vy)/(x-y) enelpunto P(0,0)

Limite doble

lim X*Y - 9+0 _ 0 4
Xx—>0 X -y 0-0 O

y—>0

(El limite doble no

existe)

Limites iterados

] ] X + ] O+ ]
Mnhm——l-:hm——l-:lmrl = -1
y—>0 x>0 X -y y—>0 (- \Y y—0| -y

: . X+Yy . X+0 .| X

Im Im — = Ilim —— = liml—|(=1
x—>0 y—>0 X - Y x>0 X-0 x—0[ X

En este ejemplo vemos que no existe el limite doble y existen los iterados y son diferentes.
Lo que se realizé fue calcular el limite de z = f(x, y) para x tendiendo a o y considerando a la
variable y como una constante. Se obtiene asi una funcién de y que la definimos L (y),
luego se calcula el limite de L (y) para y tendiendo af.

En el segundo caso se invierte el orden de las operaciones.

En el dltimo ejemplo vemos que la existencia de los limites iterados de una funcién no

implica la igualdad de los mismos.

Se Puede Asegurar Que Si Los Limites Iterados Son Distintos, El Limite Doble No Existe.

RELACION ENTRE LOS LIMITES DOBLE e ITERADOS

TEOREMA [2]
Veremos a continuacién el teorema que relaciona la existencia del limite doble con los

iterados.
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Si3 dim f(xy) =L A3 lm f(xy) = LK) Vy ea0<|y-B[<3
X—=>o X—=>o
y—p

Entonces se verifica que: !/II’Y?3 L(y) =L

Ademas si

3 Iirg f(x,y) = LX) VX e€al0<|x-a|l<3?
Y—

Entonces se verifica que: lim L(X) =L y por lo tanto los tres limites son iguales.
X—>a

Demostracion:
Por hipédtesis teniamos lo siguiente:

Existe el limite doble:

3 limf(xy) =1L

y—PB

Y también:
Flimf(xy)=L({y) V y e 0<|y-B|<35
X—>0
Por lo tanto por la definicién de limite debe verificarse que:

| F(xYy)-LKY)| <g, V x/ O0<|x-a| <8
Y por la existencia del limite doble debe verificarse que:

[ fxy)-Li<e V (xy) e JO =Ix-ol <&

O < |y-B| <&
Podemos escribir también que
Liy)-L = Lly)=f(x,y)+f(x,y)-L
Y en valor absoluto sera:
[L(y)-L] < [L{y)-f(x,y)]+ [f(x,y)-L] < el +& = ¢

Luego [L(y) -L] < &' por definicidn, nos indica que

Iim L(y) = L

y—B
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Y por ser

L(y) = !(Ln;l f(X,Y) serz limlim f(x y) =L

Y—B X—a
De igual manera se demuestra la segunda parte del enunciado.
Este teorema nos asegura que si existe el limite doble y los iterados en un punto todos ellos
son iguales.
Puede ocurrir que existan y sean iguales los limites iterados y no exista el limite doble y
finalmente que no exista ninguno de ellos.

GENERALIZACION ALR"

Sea

— n
y=f(x, X2, Xs.... Xa) = f(X) una funcién con dominio © € R

Y rango
TR
Y sea
a = (a1, a2,........ ,an) un punto de acumulacién
De

n
............ Xn) un punto genérico del R e S,
Se tiene:
lim f(X) =L <= paratodoentorno N (L,e) 3 N'(a,d)
Tal que
X—>d

Vv X e N'(a,d) severificaque f(X) € N (L, &)
1.3 Continuidad. [3]

Dada la funciénz = f(x,y) con dominio de definicién S R® y un punto A (o,p) se dice que

la funcién z =f (x, y) es continua en el punto A (a,f) si se cumple la siguiente igualdad:

[ 1 ] http://docentes.uacj.mx/sterraza/matematicas_en_movimiento/mathematica.html
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Iim f(x,y) = f(o,B) "

X—>0t
y—PB

Si se considera X = o+ AX e y = B+Ay laecuacion (1) se puede escribir:

lim f (o + AX,B+Ay) = f(x,B)

AX—0
Ay—0

. sea que pasando al primer miembro f (o, B) tendremos :

lm f (e +Ax B+Ay - f(a,p)|=0
Ay= 0

Lo encerrado entre corchetes, representa el valor de Az luego

limuf(a+Ax,[3+Ay)-f(a,[3)=limUAz:O
Ax = AX —
Ay—= 0 Ay = 0

Esto nos indica que una funcién de dos variables es continua en un punto, cuando su
incremento se puede hacer tan pequefio como se quiera con tal de hacer tan pequeios

como se quiera los incrementos de las variables independientes.
1.4 Propiedades.

GENERALIZACION

Sea y=f(x1, x2,........ xn) = f(X) una funcién con dominio S &R" yrango T ¢ R*
Sea a=(al,a2,......... an) y X = (x1,x2,........ ,Xn) un punto genérico de S entonces la
funcion

Y =f(X)escontinua en X =a si se verifica que:

Lim =1(a)
X—a
Definicion:
La funcién y = f (X)) es continua en un recinto n - dimensional, si lo es en todos los puntos

del mismo.
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INFINITESIMOS

Una funcidn z=¢ (x,y) es infinitésima para (x, y) > (a3, b) si se verifica que
lime (x,y) =0 Xx—>a; y—b
Sean ¢ (x,y) y 0(x,y) dos infinitésimosen (x,y) > (a, b) luego:
Si

lim_PX%Y)

x—a  O(X,Y)
y—b

Sedice que ¢ (x,y) y 0(x,y) son infinitésimos del mismo orden.

Cuando a =1 se los denomina infinitésimos equivalentes.

Si es

lirm P(X,Y) _ 0
38 o(x,y)

¢ (x,y) esuninfinitésimo de orden superiora 0 (x,y) enel punto (a,b) Si es

lim—@X%Y)  _
o k)

¢ (x,y) esuninfinitésimo de orden inferiora 0 (x,y) en el punto (a, b)

Como infinitésimo de comparacién se emplea la siguiente expresion:

-J@ax )+ (ay)

Luego se puede comparar ¢ (x,y) con pydecirque ¢ (x,y) es un infinitésimo de orden

p si se verifica que :

lim—P&Y) o ¢

P
e P
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Para generalizar a funciones de n variables tendremos:

lime(x)=0 Iluego ¢(x) es infinitesima para (x)— (a)

X—a

Se toma como infinitésimo de comparacion a

p=y=r.(AX)

1.5 Actividades

1) Dado el siguiente ejercicio resolver:

Calcule los siguentes limites:

fle+h)-f(z)

) para

(:r:)=\/5, para & >0

3z -1
b) | l_f(s:), con flz)= \{;_—1 y stz #l

= 1 ,s1x=1

Solucion
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al)

f(x+h£—f(:c) _ (vaf—xf‘ _ $3+3x2h+?;1xh2+h3—x3 _

3e2hdzh? 4k R(3x*+3zh+h?)

3 = S =3z% +3zh + k? (para h #£0)
h R —a’
] Df(-:"':'" } h]jﬂln giﬁ,ﬁ =hhnﬂ(332 +3Ih+h2}=332*

a.2)

fleth)—fle) _ Veth — V& _ (Veth = o) (Veth + /=)
h h h (Vzt+h + \/E}

(Veth P (V=P pyh—s  _ B _
h{vzth +/z)  h(r+th + /2)  k(Vzth + /z)

(pues = >0)

1
-,/J:+h + \/E
f(x+h) flz) v“:r+ - Vr

" g “nh J:c+h +Jz

1  _
Ve
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il
h} lirn, f(.?.’.":l} con f(-"'f) = =1 ST frél
x—+1 1 Jsi_,'c:l

Sabemos que: @ — &% = (a — b)(a® +ab + b2)

1
Ahora, 51 a= ﬁ =% y b=1, entonces @® =z y b° =1. Reemplazando

en la expresién anterior,
a® — 5% =(a —b)(a? +ab+b%) &
r—1=(Yz -)({(¥= ) +(¥z)(1) +1*) «
z=1=(Yz -D((Y=)P+Y= +1)

. %'1_ f%‘l} . 1
vl T DT A (PP A

3
o . -1 _ 1 _ 1 _1
Ast, lm, f(o) = bm o1 = SRR dE 41 TR 3%

2) Dado el siguiente ejercicio resolver:

Sea
1 =l
flz) = Glrlq O el
-5 ,x=l1

Obtenga las constantes & ¥ & de modo que f sea continua, v grafique esta funcidn,
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Solucién

Faraz <0, f{x)es continua, pues es una funcidn constante ( f{z) =1)

Para O <z <1, flz)= axl—i—b gs contimua, excepto posiblemente en el punto g

tal queary +6=0 & zp= — %'
Para = > 1, flz)= — 5& es continua, pues es una fincién constante.

Analicemos la contimudad enlos puntozs & =0 v & =1.

Enx=0:
lim  Flz)=lm 1 =1
a—+0~ a—+0
minlgll"' fl:i']l _xhﬂlﬂ ar+e &

Para que ]ij Flz) existalos lmites laterales deben ser ignales. Por lo tanto
r—t

m flz)=lm f(z) >1=1 =b=1

a—+0" a—0T

En x=1:
- T 1 1 _ 1 _
xhnf_ f':”“*'j'—thl az b = a+b — a+l (Puesb=1)

litm f{$}=]jm1 [ —Bb)= —5b= —5 (pues b=1)

xa—]1T

Asi,
lim flz)=lm flzr)=> S5 =-5=1l=-fa—5=a=—%
a1 w1t a+1 5
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|

?

; —1; D — B, _ __65
hlf—f(x}_xinf+f($}:ﬂ+l_ 5=l=—-5a—-5=a=—%

xr—+

[ 1
[ 2
[ 3

B o
|,_.

Finalmente, se observa que  xp= — =g £ 10,1}, por tanto

|y

debemos  exclurle del mtervalo, asi la funcidn continua en todos los reales

excepto enxp = g gs!

1 yae=0
Flz) = %1 JD-:is:-::ljs:;ég
—h yrxl
El gréfico de la funcién f(z)es: En el intervalo (0,1) la grifica es:
5_
40001
4.
3000
2 2000
1000
4 2 2 4 B B
] 01" 02 04 08 osf
1000
47 20001
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DERIVADA PARCIAL
1. Derivadas Parciales. [1]

En matemadtica, una derivada parcial de una funcion de diversas variables es su
derivada respecto a una de esas variables manteniendo las otras, constantes. Las
derivadas parciales son tiles en calculo vectorial y geometria diferencial.

La derivada parcial de una funcién f respecto a la variable x se representa con
cualquiera de las siguientes notaciones equivalentes:

Of _ o o o
ax—dmf_fz

(Donde des la letra 'd' redondeada, conocida como la 'd de Jacobi’)

Cuando una magnitud A es funcion de diversas variables (x, v, z,...), €s decir:
A= flry, z..)

Al realizar esta derivada obtenemos la pendiente de dicha funcion A paralela al eje
de la incdgnita respecto a la cual se ha hecho la derivada.

Analiticamente el gradiente de una funcion es la maxima pendiente de dicha
funcion en la direccion que se elija. Mientras visto desde el algebra lineal, la
direccion del gradiente nos indica hacia donde hay mayor variacion en la funcién.

Introduccion

Supon que f es una funcidn de mas de una variable, es decir una funcidn real de
variable vectorial. Para el caso,

f(z,y) = z° 4 Yy y2.

Figura 83
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Un gréfico de z = x* + x*y + y*. Queremos encontrar la derivada parcial en
(1, 1, 3) que deja a y constante; la correspondiente linea tangente es paralela al eje
X.

Es dificil describir la derivada de tal funcién, ya que existe un niamero infinito de
lineas tangentes en cada punto de su superficie. La derivacion parcial es el acto de
elegir una de esas lineas y encontrar su pendiente. Generalmente, las lineas que
mas interesan son aquellas que son paralelas al eje x, y aquellas que son paralelas
alejey.

|
.

Figura 84
Este es un corte del gréfico a la derecha de y = 1.

Una buena manera de encontrar los valores para esas lineas paralelas es la de tratar
las otras variables como constantes mientras se deja a variar s6lo una. Por ejemplo,
para encontrar la linea tangente de la funcidn de arriba en (1, 1, 3) que es paralela
el eje x, tratamos a la variable y como constante. El grafico de la funcién y el
plano y = 1 son mostrados a la derecha. A la izquierda, vemos cémo se ve la
funcion, en el plano y = 1. Encontrando la linea tangente en este grafico,
descubrimos que la pendiente de la linea tangente de f en (1, 1, 3) que es paralela
al eje x es tres. Que escribimos:

En el punto (1, 1, 3),

O como "La derivada parcial de z con respecto a x en (1, 1, 3) es 3."

Ejemplos
h
t [+
Figura 85
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El volumen de un cono depende de la altura (h) y el radio (r)

*Considera el volumen V de un cono; Este depende de la altura h del cono y su
radio r de acuerdo con la formula

rihw

;F= —
V= F(r,h) = —

Las derivadas parciales de V respecto ary h son:

vV 2rhm ov  rirx

o 3 O0h 3
o Otro ejemplo, dada la funcion

F(z,y) =32y + 22%y* — Ty
La derivada parcial de F respecto de x es:

oF
T 2%y + day® — Ty

Mientras que con respecto de y es:

F
%:3$3+4:1:2y—?

Notacion
Para el siguiente ejemplo, f serd una funcion de x e y.

o Derivadas parciales de primer orden:

of _ o _,

Derivadas parciales (dobles) de segundo orden:

agf 1 . azf I :
81132: .'I!.'I!:d.r.rf1 W:fyy: y‘yf!

Derivadas cruzadas de segundo orden:
’f
dxdy

fr [i agf I ¢

[ 1 ]http://es.wikipedia.org/
[ 2 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion


http://es.wikipedia.org/wiki/Cono_(geometr%C3%ADa)

[ 1
[ 2

Cdlculo IT (U.A.J.M.S))

Definicion formal

Como las derivadas en una variable, las derivadas parciales estan definidas como
el limite. Donde U es un subconjunto abierto de R"y f: U — R una funcion.
Definimos derivada parcial de fen el punto a = (ay,..., a,) € U con respecto a la i-
ésima variable x; como:

lr} . f(tllj...,ﬂ.i_l,ﬂ.i | h-,lel,...,fI.n)—f((ll,...,(l.n)

Incluso si todas las derivadas parciales existen en el punto a, la funcién no
necesariamente es continua en ese punto. Sin embargo, si todas las derivadas
parciales existen alrededor de a y son continuas, entonces la funcién no sélo es
continua sino ademas diferenciable cerca de a. En este caso, f es una funcién C'.

Derivadas parciales de orden superior

A su vez, la derivada parcial D\':r.-, f puede verse como otra funcion definidaen U y
derivarse parcialmente. Si todas sus derivadas parciales existen y son continuas,
llamamos a f una funcién C?; en este caso, las derivadas parciales (llamadas
cruzadas) pueden ser intercambiadas por el teorema de Clairaut también conocido
como teorema de Schwartz.

*f  f
SIE' an B 3:1:3- HIE'.

En R?, si se cumple lo ya dicho, se asegura que:
& f
broy Tl
1.1. Derivacion Implicita. [2]

Una funcién y (x) se llama implicita cuando esta definida de la forma F (x, y) =0
en lugar de la habitual.

Por ejemplo, puede probarse que la siguiente ecuacién define una funcion
implicita en cierta region de IR entre las variables x e y:

v +y’+bzy+r'+r4+y=0

Diferenciacion

Para poder derivar una funcion implicita se usa la Regla de la cadena, en el caso de
la variable independiente no hay problema ya que se deriva directamente, para la

] http://es.wikipedia.org/
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variable dependiente se considera como una funcion que a su vez esta en funcion
de la variable independiente:

Dada una funciénF(its y), implicita, si queremos calcular la derivada de y

Y= @

respecto de x: dx

Si consideramos ¥ = J (% )es una funcion en términos de la variable
independiente x y G (y)es una funcién en términos de la variable dependiente v,
dado que¥ = f (3’) entonces para obtener la derivada:

D, (G(y)) =D, (G(f(2)) =G (z) (f' (x))
Ejemplo

Obtener la derivada de:
ﬁrgy + 5y3 +3r° =12 - rgyg

El término 6x°y Se puede considerar que son dos funciones, 6x* y y por lo que se
derivara como un producto:

D, (ﬁrzy) = (12z) -y + (61‘2) - (%)

El término 5y° se deriva como:
. dy
D, (59°) = 154" - =
El término 3x° se deriva de forma normal como:
D, (31*2) = 6r

El valor constante 12, que no depende ni de X ni de y, tiene por derivada 0, como
corresponde a un valor constante.

D.(12)=0
Para el término x?y? se puede considerar como un producto y se deriva como:

S A 2 2 dy
Dr(ry)—Zry +r -(Zy-a

[ 1 ]http://es.wikipedia.org/
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Al unir todos los términos se obtiene:

dy 2 dy 7 7 dy
12 62-——|—1"'-—-|—6 = 2ry =217y —
Ty + 0 dr Y T e Y

Ordenando

. d d
ﬁ;rz-t_f—f::—l—lij2 - d_i -|—2r2y-d—i[ = —12;1*y—l3:r—2:ry2

Agrupando los valores se obtiene:

(627 + 154 4 22%y) - d_i = — (1229 4 62 + 20°)

dy
Finalmente despejando dzse obtiene la derivada de la funcién implicita:

dy  12xy + 6x 4 2zy°
dr 622+ 1512 + 222y

Diferenciacion

Para poder derivar una funcion implicita se usa la Regla de la cadena, en el caso de
la variable independiente no hay problema ya que se deriva directamente, para la
variable dependiente se considera como una funcion que a su vez esta en funcion
de la variable independiente:

Dada una funciénF(xs y), implicita, si queremos calcular la derivada de y

Y~ @)

respecto de x :dx

Si consideramos ¥ = f (I}es una funcion en términos de la variable
independiente X y G (y)es una funcion en términos de la variable dependiente v,
dado que ¥ = f (3’) entonces para obtener la derivada:

D.(G(y)=D,(G(f(z) =G (z)(f (z))

Derivacion implicita y derivada de la funcion inversa

Recordemos el concepto fundamental de funcidn: es una regla en que un nimero y
es obtenido de otro nimero x. Esta relacion usualmente se expresa como

y = f(x)

] http://es.wikipedia.org/
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Sin embargo, una dependencia funcional se puede describir también sin necesidad
de resolver la formula de dependencia de una variable respecto de la otra, y esta es
de la forma
F(x,y)=0
Donde F describe las "operatorias matematicas" entre x e y de tal forma que el
resultado es cero. Por ejemplo
2 2
4y -1=0 )

Esta ecuacion define implicitamente y como funcion de x, o viceversa, alin cuando
pueden surgir problemas de interpretacion en la ambiguedad de los signos, en
efecto si despejamos y obtenemos

y=tf1- 2
En este caso, se elige "arbitrariamente™ un signo, para que efectivamente sea una
funcién. En cualquier caso se puede obtener la derivada dy / dx de la relacién (1).
Para esto se deriva cada miembro de la ecuacién (1) respecto de x, donde
evidentemente la derivada del segundo miembro es cero, esto es

d ¢ 3 2 dy
—[x+y =1]=2x4+2y—=10
.:x‘x( 4 :] 4 dx
De modo que
y__x
% ¥ (2)
Luego si hemos decidido en (1) que
y=qf1-x
La derivada en (2) queda como
d_y_ x

dx 1=z
Observemos que perfectamente de la relacion (1) podemos obtener la derivada dx /
dy. Esto es

IiJf:2 +y° —1): 2;*:E+2y: ]
dy
Despejando dx / dy obtenemos

a__y
ﬁfy X (3)
Observemos que de las derivadas en (2) y (3) se concluye que
y_1
dx B E
Y (4)

Esta ultima relacion nos indica que las "diferenciales” dx y dy pueden ser tratadas
con el algebra de los numeros reales, y la extension que podemos hacer de (4) es la
siguiente, Si y = f( x) es una funcidén que admite funcién inversa en un dominio
determinado, esto es que existe la funcion x = f *('y), entonces

ai'f(x)_ 1
dx 4y
dy

] http://es.wikipedia.org/
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Que es equivalente a
dfo)_ 1
dy  dJx)
dx

La demostracion es bastante sencilla. Tenemos que
y=fx)=y-Fflx=0

Derivando implicitamente la Gltima ecuacion, nos queda
o ooLdx
—(y-Fx)=1-F(x)——=0
dy d ¥

Despejando dx / dy, obtenemos
dx__ 1 _ 1
dy [f(z 4y
dx

Ejercicio

Encontrar dy / dx y dx / dy de la relacion implicita

! —i2+3=0
X+y X

¥+

1.2. Derivadas Direccionales. [2]

Consideremos en primer término el caso de una funcion Z=f(x; y) de dos variables
independientes.

Hemos definido las derivadas de f(Xx; y) en un punto (Xo;Yyo) cuando el punto (x; y)
tiende a (Xo;Yo) paralelamente al eje x.

M (X01¥0) _ iy T o +AXY0) —T(X0:Y0)
OX AX—0 AX

y cuando el punto (x;y) tiende al (Xo;yo) paralelamente al eje y:

O (Xo1¥o) _ i TOGYo +AY) = (X3 ¥5)
ay Ay—0 Ay

Ahora vamos a definir la derivada de z = f(x; y) en una direccién cualquiera p,
determinada por sus cosenos directores; cos o.1; COS .
Si z = f(x; y) es diferenciable en el punto (Xo;Yo); considerando un incremento en la
direccion de p su incremento parcial, se puede escribir:

[ 1 ]http://es.wikipedia.org/
[ 2 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion



[1
[ 2

Célculo IT (U.A.J.M.S.)

AP =1, (Xq;¥o)-AX +1,(Xo; Yo)- Ay +&.AX +E,. Ay
donde &1 A ﬁz — 0 con AX AAy — 0 Dividiendo por Ap se tiene:

Apf
Ap

=f, (X0:¥0)- A);"'f (Xo’yo) +ZS1 +§2

Pero
AX LAY
—— =COSQ,;—— = COS O,
Ap Ap
Luego
Apf
=f, (Xo;¥o)-cosa, +f,(X,;Y,)-cosa, +&.cosa, +&,.c08a,
Enel lim Ap—O0:
Apf
lim —— = lim[f, cosa, +f, cosa, +&;.cosa, +&,.cos0,]

Ap—0 Ap Ap—0

Cuando Ap—0; AX y Ay —0 por lo tanto ib\&z —0 luego:

Apf  of f f
Apr—T)OA—p =—_ =1 C0Sa, +T,C0Sa, en (Xo;Yo)
] http://es.wikipedia.org/
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ot (Xo3¥o)
P

Demostraremos que las derivadas parciales de f(x;y) respecto de x e y son casos
particulares de las derivadas direccionales. En efecto si o3 =0 sera

=f,(Xq:Yo)cCOsa, +f, cosa,

o, = 2% luego:
2
af(Xac;);yo) = 8f(>;2(;y0) =T, (X,;Y,).cos0° +fy(xo;yo).cosg
o (Xo;¥o) _ F(Xq;Y0) . . .
af;) o/ _ 8(;( 0 :fx(xo,yo).1+fy(xo,yo)-0:fx(xo’)’o)

Haciendo ¢, = % serd o,,=0 luego:

a1:(XO;>/0) — af(xo;yo) = fx(XO;yO)'O + fy(Xo;yo)-]-: fy(XO;yO)

op oX
Para n variables: y=f(X1; Xo; ...... ; Xn)
oy of of
= = .COSoL; +——.COSOL, +..... +——.Ccosa,
op Op OX, OX, oX,,
& of
¥ _ > —.cosq,
ap i= 8Xl
1.3. Diferencial Total. [2]

En matematica, el diferencial total de una funcion real de varias variables reales
corresponde a una combinacion lineal de diferenciales cuyos componentes
(coeficientes) son los del gradiente de la funcion.

Formalmente el diferencial total de una funcién es una 1-forma o forma pfaffiana y
puede ser tratada rigurosamente como un elemento de un espacio vectorial de
dimension n, donde n es el nimero de variables dependientes de la funcion.

Por ejemplo, si = = 3(33: ! )una funcion diferenciable entonces el diferencial total
de zes:

] http://es.wikipedia.org/
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Representacion

- - - - -/ - n
En calculo diferencial, el diferencial total de una funcion J R — R puede
representar de la siguiente manera:

donde f es una funcién f=Fflr1,23,.. .., Tn)

Se suele usar el simbolo df y se puede abreviar como

df = %d@

1.4, Derivada Sustancial. [1]

Debido a que generalmente adoptamos la descripcion euleriana la derivada

ordinaria o¢ r-j'tya no representa toda la variacion por unidad de tiempo de una
determinada propiedad del fluido ¢ siguiendo a la particula fluida. Esto se debe al
movimiento del fluido. Para reflejar esta variacion usaremos la derivada sustancial
(o derivada siguiendo a la particula fluida). La derivada sustancial o derivada
material se define como el operador:

D dﬁf t:)}('k)
D™= g FYVe

Donde ves la velocidad del fluido. EIl primer término representa la variacion de la
propiedad en un punto fijo del espacio y por ello se la denomina derivada local,
mientras que el segundo representa la variacion de la propiedad asociado al
cambio de posicion de la particula fluida, y se la denomina derivada convectiva.
Este es el procedimiento que sigue José de Echegarai para demostrar la derivada
material. Véase una demostracion de cdémo llegar a una derivada material.
Tomando las coordenadas de Euler como:

-

vV = ?_J:r_.(ﬂz,?,:«:,t)i o, (2,1 ,3,t)j Fu(z,y, 2, t)k

Calcularemos la aceleracion para estas coordenadas:

_dv  dvy;  duy;  dv. s
“a @ Tadta

a
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Desarrollamos cada derivada total de cada componente, asi podremos seguir un
desarrollo facil de recordar:

Dv,  dv, . v, v, Ov,

Dt' = ot Tt Tyt T g,
Dv, . 0Ovy, . vy vy . A, .
Dt )= gtd T gyt g, it g,
Du. Ov. . v, v,
Dt‘.k— atk—l—tzd k—l—tyd k+ v. d—k

Si sumamos término a términos y sacamos factor comdn nos damos cuenta de que
podemos factorizar bastante:

dvelocdad ~ Q(ui+vj +wk)  O(ui+vg+wk) Ofuitvj+uk) 0w+ uk)
= ¢ -I_u f +U ¢ -I-w ¢
dt ot o dy 0z

d?.lelocidad Ouelocidad .~ 0 0 3?Jdom dad
[u— - —]?l =
dt ot dr oy

Hvelocidad:V Jvelocidad

Vemos que la parte de las derivadas parciales espaciales se pueden escribir como:

v-V

Si ahora sustituimos velocidad por (*)obtenemos formalmente la expresion de la
derivada material:

S0 =" 4 (v V) (%)

2. Diferenciales [1]

Recordemos el concepto de diferenciabilidad para funciones de una variable
independiente; y = f(x).

Definicion: la funcién y = f(x) es diferenciable en un punto X si esta definida en un
entorno del punto x y su incremento Ay = f(x +Ax)-f(x) se puede expresar de la
siguiente manera:

Ay =A.AX + E.AX = ALAX + o(AX) donde&.AX =, (AX) es un infinitésimo de orden
superior a Ax, es decir que & -0 cuando Ax — 0 implica&.Ax = o (AX).

Se llama diferencial de la funcion a la parte lineal en Ax 0 sea dy=A.AXx.

] http://es.wikipedia.org/
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A depende de x pero no de AX. Veamos que representa A:
de Ay =A.Ax+ EAX=(A+E) AX 0 seaque % =A+¢ en el limite para AX—0
X

Ay

sera: AI!(TOE = AIirllo(A +E&)= AIJ(TOA + Alirlloi =A+0 yaque A no depende
de Ax

H y . R - A A d_y
y €0 cuando Ax— 0 0 sea A')'(r_fjo Ax =A=f, =Y = ax 0 sea
dy =f/,.AX

Graficamente vemos que dy = tga.Ax pero la tg o
representa |a derivada de |a funcion y = f(x) en el punto x,
luego dy=f'(x) Ax. Siy=x ..

dy =d (x) = 1.Ax es decir: dx = Ax.

v

Figura 88
Consideremos una funcion de dos variables Z=f (x; y).
Definicion:
Una funcion z = f(x, y) es diferenciable en un punto (X, y), si esta definida en un
entorno del punto (x : ) y su incremento total

Af(X,Y) =T(X+AX Yy + Ay) — T(X;y) se  puede  expresar  COMO
Af = AAX+BAY +E&,.AX+E,.AY (1) donde £1 A £2 — 0

Cuando Ax—0 A Ay —0 respectivamente.

Siendo df(xy) = A.Ax+B.Ay  Determinemos ahora cuanto valen Ay B.
Como Ax A Ay son independientes, podemos hacer Ay = 0, con lo cual obtenemos
el incremento parcial de la funcion respecto de x.

AXF = AAX + E_,lAX = (A—I— E_,l)AX de donde

A _pare, = tim 2 im A+ lime, = A

AX Ax—0 AX AX—0 AX—0

. AXF of (X;Y)

Iim —=A=—"""""=1f_(X;y)=2Z,(X;
A ox x (X3Y) (X;y)

Hacemos ahora Ax = 0 con lo cual obtenemos el incremento parcial de la funcion
cuando se incrementa la variable y, es decir:
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Ayf=BAy +E,Ay = (B+&,)Ay

A_yf:|3+§2.-. IimA—yf:Iim B+Ilimg, =B o
Ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay—0
sea.
of (x;
B:Mﬂy(x;y):Zy(x;y)

Reemplazando los valores en (1) tendremos:
HAXY) 4\, O (XY)
ox
_ of(X}y) of (X;y)
df (X,y) = o AX + oy AY | (9

Af = AY +EAX +E,AY

En particular cuando Z = f(x; y) = x .. dz=dx =1.Ax Yy cuando Z= f(x; y)=y ..
dz=dy=1.Ay o sea:

of (x;y)

OX

o+ Y

af(x,y) = dy=2,dx+Z dy="f (x;y)dx+f, (x;y)dy

(3)

Las expresiones (2) y (3) reciben el nombre de “Expresion analitica de la
diferencial”.
Es muy importante observar que z =f(x , y) depende de las variables x e y mientras

que su diferencial df = fx ax + fy dy depende de cuatro: x; y; d x; dy

Por lo tanto para calcular la diferencial de una funcién en un punto, no solo es
necesario dar las coordenadas del punto (X , y), sino también el valor de los
incrementos Ax=dx A Ay=dy. Consideremos ahora una funcién de tres variables
independientes u=f(x; y; z).

Definicion:
Se dice que u=f(x; y; z) es diferenciable en un punto P(X; y; z) si esta definida en

un entorno del punto citado y su incremento total Af=Au=f(X+AXx; y+Ay; z+Az)-
f(x; y; z) se puede expresar:

Af(X,Y,z2) = AAX+BAYy+CAzZ+E AX+E, Ay + E,.AZ

donde A, By C dependen del punto (X, y, z) pero no de Ax; Ayy Az y &;; &2; &3
—0
con Ax; Ay, Az —0 respectivamente.
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Se llama diferencial total de la funcion a df =du = A.AX+ B.Ay + C.Az

> demuestra que
ox oy oz
df(x,y,z) = 5f(>é; Y;2) 4, F(Xy;2) -‘hww_dz
X Z

Diferencial de una funcién de n variable.

Si y=f (X1;%2;...Xn) €s diferenciable en un punto; si esta definida en un entorno del
punto y su incremento total se puede expresar:

AY = A AX AN+ AN HELAX F L+ EAX,
en donde la diferencial de la funcion sera:
dy =A, .AX, +A, AX, +..+ A .AX_ con Ai dependiendo de las

coordenadas del punto pero no de los Ax; y los & —0 con Axj—0 respectivamente.

_OF (X 5X55..0 X)) dv = y af()q()dx.

Relacion entre la diferenciabilidad, derivabilidad y continuidad.

Demostraremos dos teoremas que relacionan la continuidad, derivabilidad y
diferenciabilidad de una funcion en un punto. Haremos la demostracion para una
funcion de dos variables independientes.

Teorema 1

Si una funcion z =f(x;y) es diferenciable en un punto (X, y) entonces es continua y
derivable en ese punto.

Demostracion:

Por ser diferenciable la funcion; su incremento total se puede expresar:

Af = AAX+BAy+E,.AX+E, Ay (4) siendo
A_OXYy) o _df(xy)
OX oy

Por lo tanto al existir las derivadas parciales primeras la funcion es derivable con
lo que se demuestra la primera parte del teorema.

En (4) vemos que si AXx—0 A Ay—0 Af—0 o sea que z=f(x; y) es continua en (x;
y) ya que su incremento Af—0 cuando tienden a cero los incrementos de las
variables independientes. Con esto queda demostrado este teorema.

El reciproco de este teorema no es cierto, es decir que no basta que una funcién sea
continua y derivable en un punto, para garantizar que sea diferenciable.
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A continuacion demostraremos un teorema que expresa las condiciones necesarias
y suficientes para que una funcion sea diferenciable.
Teorema 2

Si una funcion z = f(x; y) es continua y derivable y tiene sus derivadas parciales
continuas en un entorno del punto P (X; y), entonces es diferenciable en dicho

punto.
Demostracion:
El incremento total de la funcién es:

AF(X,y) =T (X +AX; Yy + Ay) —T(X;y)

Si sumamos y restamos al segundo miembro f(x +AX ;y) sera:

Af =T (X+AX; y+Ay) - T (X+AX; y) + T (X + AX; y) = T(X;y) Aplicando
Lagrange

Af = Ayf (X +AX Yy +0.Ay) + AXf, (X +0"AX;y)  (5)  donde:
0<6<1

{0 <0'<1

Pero por hipotesis fy N fx son continuas en x; y por lo tanto se puede escribir:

f,(X+AXy+0.Ay) =f (X;y) +&,

Con & ,—0 si Ay—0
f,(X+0.AXy) =F, (X;y) + &

Con &;—0 si Ax—0
Reemplazando en (5) sera:

AF =[f, (G Y) +E ] AX+[F (X y) + &, ] Ay =
Af =1, (X y).AX+T (X;Y).Ay + & . AX + &, Ay

Pero esto Ultimo nos indica que la funcién z =f(x , y) es diferenciable en P(x ,y)
con lo cual queda demostrado el teorema.

Convencion:

Llamaremos:

C? al conjunto de funciones continuas.

C! al conjunto de funciones cuyas derivadas primeras existen y son contindas.
C? al conjunto de funciones cuyas derivadas segundas existen y son contindas.
C "al conjunto de funciones cuyas derivadas de orden r existen y son continuas.

Diferenciales Sucesivas

Consideremos el caso de funciones de dos variables:
df =f, (X;y).dx + fy (X;¥)-9Y en 1a cual d f depende de x; y; dx; d y .
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Si damos valores fijos a dx y dy la diferencial dependera Unicamente de x e y, y
considerada como una funcién de estas dos variables, podra tener a su vez una
diferencial que Ilamaremos diferencial segunda, la que indicamos por

d?f =d[df]
Podemos extender estos conceptos a funciones de 2 variables, para el caso de
diferenciales de orden n, lo que indicaremos por:

d3f = d[d*f]=d[d(df)];d*f =d[d*f].....d"f =d[d"F]
Si f(x;y) e C* existir la diferencial segunda (teorema 2).
Por haber supuestos fijos AX =0X AAY =dy sera;

d*f (x,y) = d[df (X, y)] = d[f, (X; y).dx + T, (x;y).dy] =
= d[f, (x;y).dx]+d[f (X;y).dy]

y por se dx = cte y dy = cte sera:

d*f (x,y) ={d[f, (¢ y)I}-dx +{d[f, (x; y)]}.dy =

=f, (y)dxdx+f, (x;y)dydx+f  (x;y)dxdy+f (x;y).dydy

d*f(x,y) = f,.dx* + 2f,.dx.dy + f,,.dy”
0 0

Llamaremos “operador diferenciacion” a la expresion d= G_X ax+— -dy

Podemos calcular su cuadrado en forma simbdlica;

2 2
d? = (§.dx+%dy)2 =66—2.dx2 129
X X

82

2
ax.dy + W.dy
Aplicando el operador diferenciacion a una funcion f(x; y) obtenemos:

df (x,y) = (a_ax ax +% dy).f(x;y) = w .adx +W dy

La diferencial primera se obtiene aplicando el operador diferenciacion a la funcion

f(x; y).
Aplicando ahora el operador al cuadrado, obtendremos la diferencial segunda:

2 2

d*f(x,y) = (i.dx+i.dy)2.f(x;y) _ 9 gx? 429 .dx.dy+i.dy2 si
OX oy OXoy oy?

ox?

f(x;y) e C? existira la diferencial tercera; y de la misma forma anterior se vera

3 . . , L
que d° f seobtiene aplicando el operador diferenciacion elevado al cubo:

d°f (x y)—(ﬁdx+gdy)3f(X'y)—a—3dx3+3 i dx’.dy +3 i dxdy2+a—3dy3
oy T A oy ey
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En general Si f(X; Y) eCk sera:

1o, 1o,
d“f = (— .dx + —.dy)*.f(x;
(ax +8y y) " F(X;y)

Para Funciones de Tres Variables.

sea U=T(X;V;Z) 1a du= Zf—x.dx + %.dy + %.dz el operador
1o, 1%, 1%,
dif iacid 4 d=—dX+—dy+—.dz
iferenciacion sera ox By y o7

Suponiendo U =€ C* sera:

0 0 0
d“u=(—.dx+—.dy+—.dz)* f(x;y:z
(6)( & y+— ) f(X;y;2)

Para n variables sera: y=F(X1;X2;.....;Xn)

1%, 1%, o .0
d=(—.dx, + —.dx,+...4+——.dx )= > —.dx,
(8X 1 8X 2 8X n) ;ax i

1 2 n

Si f(X1;X2}.....;%n) € C* seré:

d“f (X) = [i&.dxi]k.f (X135 X550 X,)

2.1. Funciones Diferenciables.

El concepto de funcion diferenciable es una generalizacion para el calculo en
varias variables del concepto mas simple de funcién derivable. En esencia una
funcion diferenciable admite derivadas parciales en cualquier direccién y puede
aproximarse al menos hasta primer orden por una aplicacion afin.

La formulacion rigurosa de esta idea intuitiva sin embargo es algo mas complicada
y requiere de conocimientos de algebra lineal. Debe notarse que aunque una
funcion de varias variables admita derivadas parciales seguin cada una de sus
variables no necesariamente eso implica que sea una funcion diferenciable.
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[&IDefinicion

Una funcién de varias variables se dira diferenciable en To € R Si

. N mo . ] N
f:QCR” =R , siendo Q un conjunto abierto en ]Hiw, si existe una
aplicacion lineal Aque cumpla:

f(xo+h) = f(xo) + A(h) +0(h)
Donde 6(h) cumple que:

ek
F:E.I—IE[} Al =0

0 sea 6(h) tiende a cero "mas rapido" que funcidn lineal, cuando h tiende a 0.
Necesariamente la aplicacion lineal /es la Ginica cosa que se ve més claramente si
adoptamos como definicion de funcion derivable aquella para la cual se cumple
que exista una aplicacion lineal tal que:

i 1@t 1) = (@) = A)]
= [h]

=0

Visualizacion Geométrica

Para fijar ideas, usando una funcion [ R® — ]Ecuyo gréfico seria una "sabana".
La funcidn es diferenciable si la "sabana™ no esta "quebrada™ en los puntos donde
es diferenciable, o sea la funcion es "suave™ en todos los puntos de su dominio,
existiendo la matriz jacobiana o derivada en esos puntos.

Ejemplos
De funcion diferenciable

La funcion f(x, y) es diferenciable, puesto que existen las derivadas parciales en un
entorno de cualquier punto y son continuas en él:

flay) =

De funcidn derivable no-diferenciable

En cambio la funcién g(x, y) es continua, admite derivadas segun las variables x e
y, e incluso derivadas direccionales, sin embargo no es diferenciable en (0,0):

x

Yl

9(z,y) = — —
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De funcién no-derivable y no-diferenciable

La funcién h(i’: y}no es diferenciable en (0,0) puesto que no es continua en ese
punto a pesar de que existen derivadas parciales de cualquier orden en el punto
(0,0):

2
Ty~
MEy) = g

Hasta ahora hemos estudiado la derivabilidad de las funciones compuestas. A
continuacion estudiaremos la diferenciabilidad de funciones compuestas. Por
comodidad y simplicidad estudiaremos el caso de una funcién de n variables que a
su vez dependen de dos variables, aunque los resultados obtenidos tengan validez
general. Enunciemos el siguiente:

Teorema
" Si y=f(x1,X2,.....Xpn) es diferenciable en las xj (j=1,2,...n) como funcion de n

variables y las funciones xj=xj(u, v) son a su vez diferenciables en u; v como
funciones de dos variables, entonces la funcion y=F(u,v) dada por y=f[x1(u,

V),X2(U, V),...,Xp(u, v)] es diferenciable en u, v »

Demostracion: Por hipotesis f es diferenciable; podemos escribir entonces su
incremento total de la siguiente manera:

n 81: n

AY =D —AXj+ > 5AXi....(1)
T OXi =1

Donde los ¢&jtienden a cero cuando los incrementos Ax; tienden a cero.

También por hipétesis, las funciones xj = xj(u, v) son diferenciables respecto de u,
v; por lo tanto sus incrementos totales se pueden expresar como:

AXj = ﬁ AU + % AV + gAU + QJAV.....(2)

ou

Donde ¢j ; ¢;j tienden a cero cuando Au; Av tienden a cero.

Reemplazando (2) en (1), obtenemos

X
Au+—Av+sAu+ AV |+ ) O AU +—=AV + gAU + AV
Z@x,[au Y j Z{au v ]

=1

Desarrollando, factoreando y ordenando, resulta:
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5 of 0x; " of OX n
Ay=Y ——=Au+| Y —=—= Av+ —s+—8 +8gi | |AU +
’ (jZl:an 8Uj [;6&' 8VJ LZ;‘( T | Jjﬂ
o o
+ +—30j+ dipi | |AV
{Z(ﬁm ? oV J J(p]ﬂ

=

Llamando &;¢ al primero y segundo corchete, respectivamente, se ve que, cuando
Au,Av tienden a cero juntamente con gj,@j, 0, también lo hacen &, y
podemos escribir:

L of Ox; OXi
Ay = — —— |AV + €AU + @AV.....(3
Y (,ﬁx, auJ [Z x,avj P )

Expresion que agrupandola de otro modo puede ser escrita:

X
Ay AU +—=AV |+ AU + QAV...... 4
Zax,(au ov j OAV-....(4)

Tanto en la (3) como en la (4) &,¢ tienden a cero cuando Au,Av hacen lo propio,
como hemos visto.

La expresion (3) nos indica que y es diferenciable como funcion de u y de v,
puesto que ninguno de los paréntesis depende de $u 6 Av ; por lo cual queda
demostrado el teorema.

De la expresion (4) deducimos:

Z (Of)Xj U+ an AV)
é’XJ oV

Que expresa el " Principio de la invariabilidad de la forma diferencial de primer
orden " 0 " Principio de Cauchy ".

Por otra parte, teniendo en cuenta las formulas de derivacion de funciones
compuestas , vemos que:

i@f@Xj_ﬁf ] i@f@Xj_ﬁf
= OXj ou ou = OXj OV ov

Que reemplazadas en la (3) , despreciando los infinitésimos de orden superior ;
vale decir, tomando el infinitesimo principal, resulta:
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dy:gAu +ﬂAv=ﬂdu +ﬂdv
ou oV ou

En términos generales podemos expresar que " Una funcion diferenciable de
funciones diferenciables, es
Diferenciable”

3. Plano Tangente a una Superficie. [2]

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL TOTAL PLANO
TANGENTE

Si en lugar de considerar la diferencial de la funcion consideramos la siguiente
expresion:

L—Z,= fx (Xo;yo)-(x _Xo) +fy (Xo;yo)-(y_ yo)
Obtenemos la ecuacion de un plano llamado plano tangente a la superficie en Xo;Yo.

Geométricamente se caracteriza por el hecho que en el entorno de (Xo; Yo) las ordenadas
de z de dicho plano difieren de las de la superficie en un infinitésimo de orden superior a P =4 I AX 2 -+ Ayz .

Es muy importante que quede claramente establecido lo siguiente:

1) La condicion necesaria y suficiente para que la superficie z=f(x;y) admita plano tangente en un punto es que sea

diferenciable en ese punto.

2)  Laexpresion analitica de la diferencial en el punto se convierte en la ecuacién incremental
z—z,=f1, (Xo;yo)-(x_xo)+fy(xo;yo)-(y_yo) Del plano
tangente sustituyendo  las diferenciales por los incrementos.

3) El plano tangente, contiene las rectas tangentes a todas las curvas planas o
alabeadas de la superficie que pasen por el punto considerado y admitan tangente
en él.
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Voo ST NNt

V-
mmcmemaesmsmmadl

. Figura 89

HM=HL+LM siendo HL=H;T, y LM =HiT1  1yego HM =H;T2+HiT1

H,.T, H.T,
= ~H T, =T v
P.H, g(ﬁ) & 245 g(ﬁ)d}
H,.T, = Tg(P). d ﬂ;”’”) dy
v
HT

i L _Ta(o)dx=— = L H T =T dx

H,T, = Tg(a).ds = 2LG0:¥o) 4

[5).4
HM = af(xﬂ;YQ)_dX " of (x, + Yﬂ)_d}, — dz
5.4 oy
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4. Sentido Geométrico de las Derivadas Parciales y de la Diferencial Total.
4.1. Gradiente de la Funcién. [2]

El gradiente normalmente denota una direccion en el espacio segun la cual se
aprecia una variacion de una determinada propiedad o magnitud fisica.

En otros contextos se usa informalmente gradiente, para indicar la existencia de
gradualidad o variacion gradual en determinado aspecto, no necesariamente
relacionado con la distribucién fisica de una determinada magnitud o propiedad.

Definicion

El gradiente de un campo escalar, que sea diferenciable en el entorno de un punto,
es un vector definido como el Unico que permite hallar la derivada direccional en
cualquier direccion como:

o
o (grade) - fi

siendo 72un vector unitario y dqb/&ma derivada direccional de ©en la direccion
de 12, que informa de la tasa de variacion del campo escalar al desplazarnos segun
esta direccion:

06 _, 07~ )=o)
dgn =0 €

Una forma equivalente de definir el gradiente es como el Gnico vector que,
multiplicado por cualquier desplazamiento infinitesimal, da el diferencial del
campo escalar:

dé = ¢ (F+ di) — 6 (7) = Vé - dF

Con la definicion anterior, el gradiente esta caracterizado de forma univoca. El
gradiente se expresa alternativamente mediante el uso del operador nabla:

gradg = Vo
Interpretacion del Gradiente

De forma geométrica el gradiente es un vector que se encuentra normal a una
superficie o curva en el espacio a la cual se le esta estudiando, en un punto

cualquiera, llamese (z, y}, (z,y, z} (tiempo, temperatura)gctera,
Algunos ejemplos son:

« Considere una habitacion en la cual la temperatura se define a través de un
campo escalar, de tal manera que en cualquier punto (I: Y, z} la temperatura es
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¢’(I: Y, z} Asumiremos que la temperatura no varia con respecto al tiempo.
Siendo esto asi, para cada punto de la habitacion, el gradiente en ese punto nos
daré la direccion en la cual se calienta més répido. La magnitud del gradiente nos
dira cuén rapido se calienta en esa direccion.

o Considere una montafia en la cual su altura en el punto (I! y)se define como
H(z, y:’. El gradiente de H en ese punto estara en la direccion para la que hay un
mayor grado de inclinacion. La magnitud del gradiente nos mostrara cuan
empinada se encuentra la pendiente.

Aproximacion lineal de una funcion

El gradiente de una funcion f definida de R" a R caracteriza la mejor aproximacion
lineal de la funcidn en un punto particular xo en R". Se expresa asi:

g(z) = fza) + (Vaf(za)" (z — 20)

donde vrﬂrﬂj es el gradiente evaluado en Xo.
Propiedades

El gradiente verifica que:

o Esortogonal a las superficies equiescalares, definidas por P=cte...

e Apunta en la direccion en que la derivada direccional es maxima.

e Su modulo es igual a esta derivada direccional maxima.

e Se anula en los puntos estacionarios (maximos, minimos y puntos de silla)

e El campo formado por el gradiente en cada punto es siempre irrotacional, esto

Vx(Va)=0
Expresion en diferentes sistemas de coordenadas

A partir de su definicion puede hallarse su expresion en diferentes sistemas de
coordenadas.

En coordenadas cartesianas, su expresion es simplemente

op . O¢. 09,
AL+ Y+ 7oz

dx dy Oz

En un sistema de coordenadas ortogonales, el gradiente requiere los factores de
escala, mediante la expresion

Vo=
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1 do . 1 do . 1 do .
= —— M+t 175G+ 5
hy 59’1@1 ho dij’z 1 ha dij’a 1
h:;'

Vo

Para coordenadas cilindricas (h, = h, =1, =P ) resulta

09, 106, 06,

h, = rsené')

y para coordenadas esféricas (h, =1, hg =,
_0. 106, 1 %
COr rdfd | rsenf dy
Gradiente de un campo vectorial

En un espacio euclideo, el concepto de gradiente también puede extenderse al caso

de un campo vectorial, siendo el gradiente de F’un tensor que da el diferencial del
campo al realizar un desplazamiento

dF = F(7 +dr) — F(7) = (VF) - dF
Este tensor podra representarse por una matriz 3 X 3, que en coordenadas
cartesianas esta formada por las tres derivadas parciales de las tres componentes
del campo vectorial.
Ejemplo
Dada la funcién f(x,y,z) = 2x + 3y* — sin(z) su vector gradiente es:

V= (%f %‘5 %i) = (2,6y, — cos(z)).

[@]Funciones escalares reales

La derivada direccional de una funcion f{f} - f(Ils L2y.n .-Iﬂ-}sobre un
vector unitario ¥ = (U1, - -+ s Un Jes Ia funcion definida por este limite:
fIT+ ht') — f(T)
Dzf = lim - -,
o h—0 h

Si la funcion es diferenciable, puede ser escrita en término de su gradiente Vf
Dgf =Vf-¥

donde .denota el producto escalar o producto punto entre vectores.
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Demostracion

El caso mas sencillo de la derivada direccional se da en el espacio tridimensional.
Supongase que se tiene una funcion diferenciable < = f(2,Y). La derivada
direcciénal segtin la direccion de un vector ¥ = (V22 vy Dseria:

D, f = lm flx+vh,y+vyh) — flz,y)

h—0 h
D,f= #lumh flo+uhy+uh) - f(x.'y‘l'hvyh) + [y +uh) - flzy)
Df=Tn flz+uhy+ vy:) ~fleytul), in flay+ uy:? ~ f(z,y)

- ’ - - - f —_—
El primero de estos limites puede calcularse mediante el cambio h' = v:hio cual
lleva, por ser diferenciable la funcion® f, a:

flz+ R y+ul o) - fle,y+ o,k [v) l' Uﬂf(:c,ywyh’/vz)

l =

=0 W, He or

0f(2,9)
UE Oz

Procediendo analogamente para el otro limite se tiene que:

0f(x,y)  0f(a,y)

¢ —I_ ﬂ'y ¢

oz My
Resultado que trivialmente coincide con el producto escalar del gradiente por el
vector V. = (Uz; Vy).

Vf)-v = (t‘:‘féxx,y)! Bféxy,y)> () = ‘f?'féxx,y)% . Bfg;y)vy _ D,/

Campos vectoriales

Dy f =,

El concepto de derivada direccional se puede generalizar a funciones de IR en
R", del tipo:

F:ACcR" —cCcR"

En este caso la derivada direccional de modo idéntico a como se hacia con
funciones de una variable:

DJF — Iim F(x+ hv) — F(x)
h—0 h
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Una diferencia con el caso de funciones de reales de una variable es que la
existencia de derivadas direccionales segun todas las direcciones no implica
necesariamente que una funcion sea diferenciable. Si la funcion es diferenciable
resulta que la aplicacion:

v — DJF
Es lineal y se cumple ademés es expresable en términos del jacobiano:
D,F = (DF)v

La derivada funcional, definida como derivada de Gateaux, es de hecho una
derivada direccional definida en general sobre un espacio vectorial de funciones.

5. Férmula de Taylor. [1]

FORMULA DE TAYLOR PARA UNA FUNCION f(x)
La formula de Mac Laurin para funciones que hemos visto, esta desarrollada
alrededor de x = 0, esto es, considerando los valores de f(x) y de f(x)™ en x = 0. Es
evidente que se podrian tener formulas similares alrededor de cualquier punto x =
a conveniente, es decir, en un entorno v de X = a.
Gréaficamente:

En la formula de Mac Laurin:

U -+ *

- -

] X (I}
v Entorno de xo =0 También, si v entorno de Xy = a, convenientemente:
h
v ) {
) al a+h \ {u}'

Entonces, segun (1) y (I1), reemplacemos en la formula de Mac Laurin para f(x)
indicada antes:

el punto “0” por el punto “a”, el punto “x”por el punto “a+h” , la “longitud”
“X” ‘Ch”

y resultara asi la Férmula de TAYLOR para f(x) siguiente.

f(a+h)=f(a)+f](_la).h+f ?.h%%.h% ........ +fn(la).h”+Tn(a+h) v x

s

2

€ v entorno abierto de X = a.
Ahora, si hacemosa +h =xen (1)

v, [ |

a x| ()

Tendremos, haciendo los cambios respectivos segun (I11) y teniendo en cuenta (11)
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f(x)=f(a) +f,ﬁ.(x—a) +m.(x —a)? +w.(x—a)3 Forreeens +w.(x—a)n +T,(X)
il 2! 3 n!
¥V X ev, entorno abierto de Xo = a

Lo anterior es otra presentacion de la formula de Taylor para f(x).

EXPRESION DEL RESTO EN LA FORMULA DE TAYLOR

Es obvio que para que una f(x) pueda expresarse mediante la férmula de Taylor o
de Mac Laurin, debe ser derivable por lo menos hasta el orden “n” en un entorno
abierto de x = a o bien de x = 0, respectivamente. Supongamos, ahora, que f(x) es
derivable hasta el orden “n + 1” en un entorno abierto de x = a y encontremos una
expresion para el término complementario T, ().

Como por la formula de Taylor para f(x) es:

f(x):f(a)+f,l@.(x—a)+%.(x—a)z+%.(x—a)3+ ........ +f o

Resultara que:

T (X)=F(x)-f(a) +@.(x-a)+f”ﬂ.(x-a)2 +m.(x—a)3 TR +fnﬂ.(x-a)"
I 2 3 !
es derivable hasta el orden (n + 1) en v. Ademas:
To(a)=f(a)-f(a)-0-0-........ -0=0 Abhora:
To )=F'(x)-f'@)-f"(@) (x-a) _ f'""@) (x-a)% _...._ (@) (x-a)™*
1! 2! (n-1)!
T  (@=f"(@-f'(@-0-0-....-0=0  También:
To” () =Ff"(X)-f"@)-f"@) (x-a)- ... _f" (@) (x-a)"?
(n-2)!
T @)=f"@)-f"@-0-0-... -0=0

FI??Imem?) ......... f() ..................................
T () =209 - (2)

T." (@) = f (@) - £V (a) =0

y asi:

T =" (1)

Por lo tanto, T,(x) es una funcion derivable hasta el 6rden (n + 1) en un entorno v
de x = a, tal que se anula conjuntamente con sus “n” primeras derivadas en x = a.

Por ello, podemos utilizar la Formula generalizada de Lagrange , y entonces:

_(x=a)"" i ,
Tn(x)_WTn &) cona<g<xobienx<g<a

Pero:
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(n+1) (n+1)
Tn " (i):fn " (‘g) por Q) en consecuencia
C(x=a)" e
T 0o=" @

cona< &< xo0 hien x < g <a, que es la expresion de Lagrange para el término
complementario.

Entonces, reemplazando en la formula de Taylor para f(x), obtendremos:

f'e) @) e T8, @) o, (2" ey
f(x)=f(a)+ —.(x-a)+——.(x-a) +——.(X-a)" +.....+ ——(X-8)" + fi
(x) ()1'( )2!( ) 3!( ) n!( ) D) ©
VX ev, cona<g<xo bien x<§<a, que es lallamada Férmula de Taylor con
la expresion de Lagrange para el resto.

Observaremos que también podemos escribir: £=a +0h,con0<0<1ly h=
X - a.

Finalmente, si hacemos a = 0 en la anterior expresion de f(x), tendremos la
Formula de Mac Laurin con la expresion de Lagrange para el término

complementario: VX e v:

f (O)(X)+f (0)(X)2+f (O)
il 2! 3

con 0 < 6 <1, pues hemos tomado & = 6 X

f(x) =f(0) + (X)° . +@.(x)n + Mf(”*” (6x)
n! (n+1)!

FORMULAS DE TAYLOR Y MAC LAURIN PARA FUNCIONES DE DOS
VARIABLES INDEPENDIENTES

Dada una funcion z = f(x, y) que sea diferenciable hasta el orden (n + 1) en un
entorno abierto v del punto A(a ,b), trataremos de aproximar el valor de la funcién
f(x, y) en todo punto B(a + h, b + k) de dicho entorno v mediante un polinomio en
“h” y “k”, en menos de un término complementario Th,.

Sean, entonces, A(a, b) € R2, v entorno abierto, circular o rectangular, de A(a, b),
z = f(x, y) una funcidn diferenciable hasta el orden (n+ 1) envyB(a+ h,b+k) e
L.

= v
b +k B
A4 L S
: b A PTC
0 a X :a +h X b
Figura 90
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Sea P(x, y) un punto variable sobre el segmento de recta AB < v.
Los tridngulos AP'P y ACB son semejantes, ver figura anterior.
Entonces, tendremos:

AP = AP' = PP =t conO<t<l (1)
AB AC CB

t=0=>AP=0=>P=A
t=1 =>AP=AB ==>P=B volviendo a (1), resulta que es:

t=AP" = x-a

AC h
t= PP = y-b
CB k

e, (1))

y resolviendo esto en “x” e “y”, obtendremos:

x=a+h.t =x()
para t € [0,1] (ecuaciones paramétricas del segmento de recta AB)
y=b+k.t =y(t)

Asi, para P(x ,y) variable sobre AB, resultara z = f(x ,y) = f [ x(t), y(t) ] = F(t), con
t € [0,1], funcion compuesta de la variable “t”.

Por otra parte, como z = f(x, y) es diferenciable hasta el orden (n + 1) y x(t), y(t)
son derivables (son lineales), resulta que F(t) = f [ x(t), y(t) ] es derivable hasta el
orden (n + 1). Entonces, usando la férmula de Mac Laurin para F (t):

F()=F()+F(©O) t+ F'(0) t2 + ... +F 0) t"+ F™D (ot) t™  con0<
f<1

1! 2! n! (n+ 1)!
Haciendo t = 1 en lo anterior, tenemos:
F (1) = F(0) + F'(0) + F""(0) + ....... +FP ) +F"* D) (2 con0<0<
1
1! 2! n! (n+1)!

Ahora, analizando (2) observamos que:
F()=f@+h.l,b+k.1)=fla+h b+Kk)
F(O)=fla+h.0,b+k.0)=Af(a,b)

F o= dFO _dflx®.y®] _ oflx®.y®] dx  ofx®).y®] dy

dt dt OX dt oy " dt

] http://es.wikipedia.org/
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F'<t)=d2§t) _df [X(;){ y®] _ af[x%z(, y®] . af[x(g/, y®]

F(t) = [aixh +%k}f (a+h.t,b+kt) =df (@+ h.t,b+k.t) =H[x(t), y(t)]

F(0) = [aixh +%k}f(a, b) = df (a, b)

F @) = dl:j,t(t) = dH[X(;z’ y(t)] (por lo visto cuando obtuvimos F'(t) )

o, @ d o o, o
:{axh+ayk}H[x(t),y(t)]:{axh+ayk}{axh+ayk}f(a+ht,b+kt)

2
{ah +ak} f(a+ht,b +kt)
OX oy

F ) = [;Xh +%k} f(a,b) = d°f (a,b)

F'”(O)z[%h +%k} f(a,b) =d"f(a, b)

n+1
F““(t){aih +%k} f(a+ht,b+kt) =d" f(a+h.t b+kt)
X

n+l
F””(e):{aih +%k} f(a+ho,b+k0)=d" f(a+h.0,b+ko)
X

Y haciendo los reemplazos correspondientes en (2), llegaremos a:

1fo. o 1o o T
f(a+h,b+k)_f(a,b)+l{axh+ayk}f(a,b)+2{axh+ayk} f(a,b) +..

n n+l
+l ih+£k f(a,b)+i ih+£k f(a+6h,b+06Kk)
nfox oy n+liox oy

(3) con 0<6<1

Si en (3), pasamos al primer miembro el primer término del segundo miembro, y
teniendo en cuenta que f(a+h, b+Kk) - f(a, b) = Az, podremos escribir:

2 n n+l
df(@b) d*fab) d'f(@h)  d™f(a+6nb+0k)
1 2! n! (n+1)!
(4) ,con 0<6<1

Az =

[ 1 ]http://es.wikipedia.org/
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Si ahora hacemos en (3) h=x-a, k=y - b, resultard que x=a+ h, y = b + k;
Luego, haciendo los correspondientes reemplazos en (3), se tendrd V(X, y) € v
entorno de A(a, b):

1[ o 0 1[ o 0 "
f(x,y):f(a,b)+£{a—x(x—a)+5(y—b)}f(a,b)+...+a{a—x(x—a)+a(y—b)} f(a,b)+

1 a a n+l
m{a—x(x—aha(y—b)} fla+0(x-a),b+6.(y-b)] (5)

(3), (4) y (5) constituyen tres presentaciones diferentes de la Formula de Taylor
para una funcion de dos variables independientes z = f(x, y). Finalmente, si en la
formula de Taylor (5) hacemos (a, b) = (0,0), o sea que la desarrollamos a f(Xx, y)
en un entorno del origen (0,0), resulta la Formula de Mac Laurin para una funcién
de dos variables independientes z = (X, y).

6. Actividades.

1) Calculala derivadade las siguientes funciones:

4 S
ay '5?( —b e
- n
)X
Y %
Solucion:
4
ay — I5n In 4 In2x 3
2)): 5x
3
y' 5 2 5 24 5x 23
2X
3
4 5x 2 4 5x - 4 5x - 2x 3
X 2x 3
3
. cos Senx co
b) y oS —Tox xox osenx
2 X4 X3
X

2) Calculala derivadade las siguientes funciones:

[ 1 ]http://es.wikipedia.org/
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3
a)y 5 b 3X.cosx2 1
< )
2
X )%
1
Solucion:
a) y' 5. 235X . 2 39X 1-In3 2
In3 2x 1 )
3 2x
-5
X
2X 12 2X 12

b)y' 3X.In3-cos (x2 1) 3%X-sen (x2 1) 2x
3X . [In 3 - cos (x? 1) 2x -sen (x2 1)]

3) Calculala derivadade las siguientes

funciones:
a) y—x !Ln N So Bcosx3 1
e )%
1 eX
Solucioén:

a)y n@ e In@ &%

eX . eX e e e e 2eX
X X X X
@a H @
1 eX 1 @ e 1 e2X
e eX) X
X (1
b) y* S? D x2 -sen(x3 1)
n .
%3 gx
33cog? (x> 1 B cos2(x3 1
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4) Calculala derivadade las siguientes funciones:

a)y 5. b 3x° 2
arctg2x )
1
Yy
e
Solucion:
' 5 1
a) y—1 _ o
2 1
2x 2§

5) Aplicala derivaciéon logaritmicapara derivar y x 05 X

Solucioén:
f (X) X COS X
In f (x) cos X - In x
— ff X senx — g:(osx- 1
X - Inx
f'x f serrx g X senx
X Inx c - Inx
S o)
X S
X % X
_ X
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APLICACION DE LA DERIVADA PARCIAL
1. Funciones Implicitas [1]

Funciones implicita de una variable independiente:

(Y3

Definicion: Se considera que “y” es funcion implicita de la variable independiente

“x”, cuando estd establecida indirectamente mediante una ecuacion del tipo:
F(y) =0
Consideremos la expresion: F(x;y)=x?+y?-a’=0, que es la ecuacion de una

circunferencia que tiene su centro en el origen de coordenadas y radio “a”.

La forma explicita, y=f(x) o bien X =g(y) de la precedente funcién es:

y=1/a2-x? 0 x = X/aZ_ 2 | respectivamente en ciertos convenientes dominios.
En muchos casos, dada la ecuacion F(x , y) =0, es posible pasar de la forma implicita

a la forma explicita y = f(x) mediante procedimientos puramente algebraicos (como

se ha realizado en el ejemplo dado). Pero existen también casos en que ello no es
posible.

Por ello trataremos de resolver el problema de determinar las propiedades de una
funcion y = f(x) definida implicitamente por F(X;y) = 0, sin necesidad de pasar
a la forma explicita. No debe pensarse que toda expresion de la forma F(x;y) =0
determina una funcion y=1f(x) 0 x =g(y) . Es facil dar ejemplos de funciones
F(X;y) que igualadas a cero no determinan soluciones en términos de una variable.
Asi por ejemplo, sea la funcion x*+y* =0 solo se satisface para el punto x = 0; y = 0,
y no existe por lo tanto funcion y = f(x)

Otro ejemplo més dréstico adn es el siguiente: F(x;y) = x*+ y®+1, que al igualar a

e, (1))

cero, resulta que no hay ningun valor real ni de “x” ni de “y” que satisfaga la

expresion precedente.

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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Se comprende entonces la necesidad de hallar condiciones bajo las cuales la
expresion F(Xy)=0 define una funcion y=f(X) o X =g(y) y cuéles son las
propiedades de éstas, en relacion con las propiedades de F(x; y) =0

Antes de dar el teorema de existencia, haremos algunas consideraciones de caracter

geomeétrico intuitivo.

La ecuacion F(x;y) =0 resulta equivalente al sistema siguiente:{zzF(X; ) cuya
solucion es la curva en que la superficie z = F(X; y) es interceptada por el plano z =

0 (plano xy).

Cuando esta curva de interseccion exista, o en otras palabras, cuando la superficie
z = F(x; y) corte realmente al plano (x; y) dicha curva de interseccion sera el
grafico en el plano (x , y) de una funcion y = f(x) expresion explicita
deF(x;y) =0.

Vale decir que cuando F(X; y)=0 define una funcion y=f(x), se verifica:
Fic y) =Flx f(¥ ]=0.

En relacién con las posiciones relativas de la superficie z =F(x, y) y el plano

coordenado (x,y) analicemos las distintas situaciones geométricas que pueden

presentarse:

Una primera posibilidad es que la superficie z = F(X;y) vy el plano (xy) no tengan

puntos en comdn, por ejemplo el ya citado: z = F(x; y) = x?+ y*+1=0.

En tal caso es obvio que no existe curva de interseccion con el plano (x y) y por lo
tanto no existe solucion y = f(x) ni x = g(y).

Por ello, se hace necesario considerar solo aquellos casos en que haya por lo menos
un punto (Xo,Yo) que satisfaga la ecuacion F(X; y) = 0. Estos valores (X, , Yo )

constituyen la llamada “solucion inicial” de F(x , y)=0

Si existe una solucion inicial (Xo, Yo), geométricamente restan dos posibilidades

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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1. Que el plano tangente a la superficie z = F(x;y)en el punto Po(x,y,0) sea
horizontal.
2. Que el plano tangente a la misma superficie en el punto considerado No sea

horizontal.

Si el plano tangente a la superficie en Py(X,y,0) es horizontal, es facil dar ejemplos
que muestran que la solucién y = f(x) 6 x = g(y) puede o no existir.

Asi, F(x;y) = x*+ y? = 0 tiene la solucién inicial, siendo horizontal el plano
tangente correspondiente a dicho punto (es el mismo plano (X y) como se ve
aplicando la ecuacion del plano tangente:

2-2, = F (Xq;Yo)X—Xo) + F, (X5 Yo )Y Yo)-

Pero F(X y)=X?+Yy? =0 no define ninguna funcion y = f(x) ni x = g(y)

Por otra parte, es completamente posible que la ecuacion F(x;y) = O tenga una
solucion y = f(x) o bien x = g(y), aun cuando el plano tangente en P(Xo,Y00) sea
horizontal. Como ejemplo F(X; y) = (y— 2X)* =0, de la cual se deduce la funcion
explicitay = 2x 0 bien la funcion x = y/2.

Por ello, en el caso excepcional de plano tangente horizontal correspondiente a la
solucidn inicial, no podemos hacer ninguna afirmacion de caracter general.

La posibilidad restante es que para la solucidn inicial (Xo,Yo), €l plano tangente no sea
horizontal.

La intuicién nos muestra entonces que la superficie z = F(x ; y) no puede “doblarse”
tan rapidamente, lo suficiente como para eludir cortar al plano x y en las

proximidades de Po(x,y,0) en una bien definida curva de interseccion, y que esta

porcion de la curva en las vecindades de (X0:Y0:0 puede ser descripta por funciones
y =f(x) o x=g(y).
El hecho que el plano tangente en Py(X,y,0) no sea horizontal equivale a establecer

que F, (X0:Y0) Y F,(X43¥0) no son nulas simultaneamente. (Recordar la ecuacion

del plano tangente).
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Recapitulando, resulta que hemos llegado, mediante consideraciones puramente

intuitivas de caracter geométrico, a la conclusién que si:

1) Existe una solucién inicial (Xo,Yo) de F(x,y)=0

2) Existe plano tangente a la superficie z=F(x,y) en (Xo,Yo ), (F es diferenciable en

(Xo,Y0))

3) El plano tangente en (Xo, Yo, 0) no es horizontal para lo cual basta que por lo menos
una de las derivadas parciales FX 0 FY no sea nula en (xp,Yo), entonces existe
curva de interseccion de la superficie z = F(x ,y) con el plano coordenado z = 0 en
las proximidades de (Xo,Y0,0) y en consecuencia F(x;y) =0 define una funciény =
f(x) o bien x = g(y).

Los resultados obtenidos de manera geométrica intuitiva los discutiremos a

continuacion en forma analitica rigurosa.

TEOREMA |
De existencia, unicidad, continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad de funciones

definidas en forma implicita
Sea z = F (X, y) una funcidn de dos variables que satisfaga las siguientes condiciones:

1. F(Xq;Y,) =0 (existe solucion inicial), para algun punto P(Xo,Yo) € R
2. FX (X; y) y Fy (X;Y) existen y son continuas , lo cual asegura la

Diferenciabilidad de F(x ; y) como funcion de dos variables y por lo tanto la
existencia del plano tangente a la superficie z = F(x, y) en el punto (Xo,Yo,0).

3. Fy(XO;yO);tO , lo cual asegura que el plano tangente en (Xo,Y0,0) no es

horizontal, entonces es posible determinar un entorno rectangular que contenga al

X, <X <X,

punto P(Xy;Y,) {
Y. <Y<Y,

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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tal que para cada x perteneciente al intervalo de la recta real (X1 X;), la ecuacion F(x,
y) = 0 determina uniformemente un valor y = f(x), perteneciente al intervalo real

(y1,Y2) cumpliéndose F[x; f(x)] =0 V xe (X1,X2). Lafuncion y = f(x) satisface la
ecuacion Y, =f(X,). Ademas y = f(x) es continua y diferenciable y su derivada y
diferencial son respectivamente:

_Rxy) dy = XY)

M=y - _ -
f=y'="= , F 0o y)

dx F,(6Y)

, en todo punto en que

Fy(x,y) #0.

Demostracion:

El plan de demostracion es el siguiente:
a) Existencia y unicidad

b) Continuidad

c) Derivabilidad y Diferenciabilidad

a) Existencia y unicidad.

Estableceremos un rectangulo X en el cual la ecuacion
g X] <X<X9 3 Y1 <Y<Y,

F(x;y) = 0 determina una unica funcion y = f(x); pero se debe aclarar que no vamos a
tratar de encontrar el mayor rectangulo de este tipo, solo debemos demostrar que ese

rectangulo existe. Ver Figura 91

T

Figura 91

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
[ 2 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
[ 3 ]CALCULO VECTORIAL (Tercera Edicion) Jerrold E. Marsden & Anthony J. Tromba



Cdlculo IT (U.A.J.M.S))

Como por hipétesis F,(x;y)es continua y, F,(X,;Y,) =0 podemos encontrar un

rectangulo R que contiene a P(X,;y,) que sea lo necesariamente pequefio como para
que en todo R la funcion F,(x y)=z, sea diferente de cero y por lo tanto tenga
siempre el mismo signo.

Sin perder generalidad podemos suponer que este signo es positivo.
Si no fuera asi, reemplazariamos F por - F, para lo cual también vale -F(xo;y0) =0, 0

sea F, (x;y) >0V (x;y) e R(1)

Por (1), en cada segmento x = cte. (paralelo al eje y) contenido en R; la funcion z =
f(x , y) considerada como funcion de y solamente (x = cte.) es mondtona creciente en
sentido estricto. Consideremos en particular x=xo. Como F(X,;¥,) =0, y por ser
monotona estrictamente creciente la funcion z = F(XoYy), existira un punto

A(Xp:Y1), Y1 <Y, tal que el valor de F en A es negativo; F(Xq;Y;) <0y

existira un punto B tal que F(Xy;Y5,) >0.

Pero por la continuidad de z = F(X, y) se deduce que z = F(X, y) sera negativa no
solo en A ,sino en todo un entorno de A, en particular, a lo largo de un segmento y =
y1 que contenga a ‘A’ y esté contenido en Ry z = F(X,y) sera positiva no solo en B,
sino en todo un entorno de B, en particular, a lo largo de un segmento y = y, que
contenga B y este contenido en R.

Ahora elegimos el intervalo X <X <X, lo suficientemente pequefio como para
que:{F(X: YD <0  \7x/x, <X < X, Supongamos que fijamos x en cualquier

F(x;y,) >0

valor del intervalo x, <x<x,, Yy que Yy aumenta desde y; hasta y,. Como
Fy(X; y)>0, z= F(x ,y) crece estrictamente continua y mondtonamente desde un

valor negativo F(X;y,) < 0, hasta un valor positivo F(X;y,) >0, y no puede nunca

tener el mismo valor para dos puntos de igual abscisa x.
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Entonces, para cada valor de x del intervalo x, <x <x, , existe un valor de y
univocamente determinado para el cual F(x ; y) = 0 con y, <y <y,. Luego, este
valor de y es funcion de x: y = f(x) . Hemos probado asi la existencia y unicidad de

la funcion y = f(x) que es solucionde ~ F(x, y) =0 en el rectangulo x; < x < x, ;

Y1 <Yy <Yy

Nota: Es evidente el papel primordial desempefiado en la demostracion por la

hipotesis Fy (Xo-Yo) #0 , que nos asegura que el plano tangente en (xo,Yo,0)n0 es

horizontal.

b) Continuidad de y = f(x).

Queremos demostrar que y = f(x) es continua en el rectangulo x, <x<x, ;

Y1 <Y<Y»:
Demostraremos primeramente la continuidad de la funcion y = f(X) en un punto

(Xo;Y,) que satisface la ecuacion y, =f(x,)-

Para ello, debe demostrarse que dado un g > ( arbitrario, es posible hallar otro
namero positivo § = §(¢) tal que: [f(X) —f(Xq) <& para |[X—Xq| < 8.

De igual forma que en el punto anterior, se demuestra que existe univocamente
y=f(x) / F(x , y) = 0 en el rectangulo y, —E<y<y,+&; Xp—0<X<Xqy+9,
donde & se ha elegido en funcion de & tal como antes elegimos el intervalo

X; <X<X,,enfunciondel y, <y<y,.
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YA
2 R
y’ ........ ey —— —e
Y’ Flxarya) '
e X SR = ; ]
P r
= |
; ixo-S "-*‘i :
X, S Xz X
Figura 92
—E<y<y,+ — < =f(x
Yo—E<Y<Y,+& — |y yo| g Pero Yo =f(Xo) luego
Xo—8<X<Xy+8 X —X,| < & y=f(x)
[F () —f(%,)| <&,

X —X,| < 8.
Esto ultimo nos indica )!LT f(x) =f(x,), que nos determina la continuidad de vy =
0

f(x) en Xo.
Como este razonamiento puede aplicarse a cualquier punto del intervalo X;<x<Xa,

queda probada la continuidad de y=f(x) en todo este Gltimo intervalo.

¢) Derivabilidad de y = f(x).

Por la hipdtesis segunda, que implica la diferenciabilidad de z = F(x, y), podemos

escribir:

Az=AF=FXx+hy+k)-Fxy)=hFEXy) +kE(y)+E&.h+&,.k,
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donde ¢, A&, —»0,conhAak—0. 2

Ahora, paray = f(x), entre h y k no existe independencia.

Asi, es  y+k=f(x+h),..k=f(x+h)—y=f(x+h)—f(X) . (3)

Suponemos también que los puntos (x,y) ; (x+h ,y+k) pertenecen al rectangulo donde
y=f(x) esta definida en forma implicita por F(x,y)=0. Entonces es

F(x;y) =0; F(x+h;y+k) =0 . Luego:

O0=h.F, +k.F, +&,.h+¢&,.k Dividiendo por h. F, lo anterior, tenemos

o_hF KF &.h g,k

= + , esto es
h.F, h.F, hF, hF
oo Kk, & ke =F><+k[1+82}+81, y tomando limite para
F, h K hFK F h F, F,
h—0 sera:
0—tim| O Ky & | & ROy) o K por ) y (2 vy la
o K (Xy) h F) K| RKXy) roh
continuidad de  f(x). IimE =lim foct h) 164 =— FX (X’ y)’ 0 sea
h—0 h h—0 h Fy(X’ y)
d —F (X;
Yy TEOY) ey () 1R, ()0, (4)
dx F(Xy)
De (4) se deduce  que dy = _K&xy) dx , esto  es

R (xy)
F(Xy).dx+ F (X y).dy =0. Resultado que se hubiera obtenido diferenciando

F(x,y)=0 comoi funcidn de dos variables

2. Funciones Implicitas de n variable independiente. [2]

Aqui establecemos condiciones bajo las cuales una expresion de la forma
F(X5X5..5X,3Y) =0 define IMPLICITAMENTE una funcion

y =f(X;;X,;...;X,) denvariables independientes.
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El teorema estudiado para funciones implicitas de una variable independiente se
extiende naturalmente para funciones implicitas de n variables independientes.
Como en este caso la demostracion es similar a la ya vista, solo se enunciara el
correspondiente teorema y se mostrara como se obtienen las formulas que figuran en

él.
TEOREMA I

Sea F(X;;X,5.;X,;Y)=0 una funcion de n+1 variables que satisface las
siguientes condiciones:

1°) F(Xf,Xg, ------ x‘n’,yo)=0 (existe solucién inicial) para algin  punto
PO, x%,.. X 0 yo) e R™,

29) Fxl;sz;"';Fxn;Fy existen y son continuas (lo que asegura la

Diferenciabilidad de F),

0 (0] 0
3) B (X{, X5, X0, Y,) 20
entonces es posible determinar un entorno que contenga al punto
P(X7, X5, ... XpYo):
X <X, <X’

que en cada punto del entorno

X, <x; <x;%,i=12,.n

la expresion F(Xlixzi---;XHJY): 0 determina un valor y=f(X1;x2;...;xn)e(yl,yz)
gue es unico.

En el altimo entorno mencionado se cumple que:
F X0 X5 X (X X5501%, )| = 0. Ademas: Yo =F(X],X3,......X3) y I funcién
y =F(X;;X,;...;X,) es continua, diferenciable y sus derivadas parciales estan

dadas por:
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0 o (Xi X X0 Y)
AN TN k=12,.,0  en  todo punto en que
ﬂxk Fy(X]_’XZI"'lXkl"'lxnly)

F (X X, Y) %0,
Para obtener esta formula partimos de la diferencial de una funcién de n variables

y =f(Xq,..., X)) dy=A,.dx;, +A,.dx,+.+A, .dX, , donde es
oy

Ai=—— (5
OX;

Por otra parte, como F(Xl, X9y Xy s y) =0, es diferenciable, podemos escribir:

dF = ﬂ.dxl+ ﬁ.dx2+ ot ﬁ.dxn+ E.dy =0
X, X, X, oy

Despejando dy en todo punto en que es Fy (X1 ooy Xy y) # 0, seré:

oF ok oF
0%y OX, OX,,
dy = oF .dx, oF .dx, oF .dx
oy oy oy
OoF
—_ ., .. oy B OX; -
Comparando esta Gltima expresion con (5) sera: A, = o, = oF para i
oy

3. Derivadas y diferenciales sucesivas de funciones implicitas [3]

Por comodidad trabajaremos con una expresion de dos variables: F(x; y) = 0 que
suponemos cumple las condiciones del teorema 1 visto para definir y=f(x), ya que la

generalizacion es inmediata.

dy

Hemos visto que — =Yy’ = _EGay) en donde y = f(x), 0 sea
dx K (Gy)

€6y,

= (xy)+y". Fy (X;¥) =0 . Derivando esta tltima expresion con respecto a “x” sera:

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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oF, dx OJF, d_y+ 5|:y.dx+<9|:y dy v AF 'dy':o
ox dx Y

6x'&+ dy'dx dx dy.dx dx ’
- Fo +Fy.y' +[FR, +F, . V]y +F.y"=0, ()

’ ’ r2 ’ r2
_'y”:—F)O(—Fw.y—Fyx.y—Fyy.y :—F)O(—ZFXy.y—Fyy.y
Fy Fy

Si deseamos calcular y’>” debemos derivar (6) respecto de x, y proceder como antes.

Lo mismo hacemos para las derivadas de orden superior.

Para calcular las diferenciales sucesivas partimos de: F (X;y).dx+F (X;y).dy =0y

diferenciamos esa expresion teniendo en cuenta que y = f(x).

d|F,.dx+ F,.dy|=d[F, (< y).dx]+ d|F, (s y).dy|=

= d[F. (x y)]dx+d[F, s y)l dy+ F, 05 v).d[dy] =

— [P -dx+ F, .dyldx+ [F, .dx+ F,,.dyldy+ F,(x y).d?y =

= F, .dx*’+ 2F,, .dx.dy+ F,,.dy*+ F,.d’y = (7)
2
o o 2
=| —.dx+ —.d .FCg + F, .d = 0,
|:8x oy y] s y) v y

2
o o
C dx+ -Z_ .d .FCx;
[6x oy y] < y)

- d2y -
F S y)

Para calcular d® se diferencia (7) y luego se despeja d’y. Para calcular las

diferenciales de orden superior de y=f(x) se procede en forma analoga a la anterior.

4. Sistemas De Funciones Implicitas. [3]
Se trata de investigar, condiciones bajo las cuales un sistema de la forma:

{Fl(xl;xz;---;xn:yl;yz) =0
Fy (X X33 X011 Yo) = 0

Determina una solucién dada por un sistema de funciones

. Y1 :fl(xl;XZ;"';Xn , .
explicitas: B y cuéles son las propiedades de la
Y, = fz(x1vX2----s Xn)

solucion, en relacion con las propiedades de F, A F,.
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Definiremos primeramente el  término JACOBIANO o DETERMINANTE

FUNCIONAL.

Siu=ux,y ; v =v(x,y) son dos funciones continuas de las variables
u_ ov _ Ju _ ov

también

independientes X,y ; siendo sus derivadas parciales

continuas, la expresion:

ou ou
ou v éu ov | ox oy
ox oy oy ox | OV oV
oX oy

determinante funcional de u, v con respecto a x e y , y generalmente se denota con

Recibe el nombre de Jacobiano o

alguna de las siguientes expresiones:

33 W Vv 22U, V) Parafunciones de n variables:
<. ¥ < Y)
Uy = Uy (g X35 X,) U, ou, |

Uy = Uy (X Xypes X, ) 0%, R

U, =U,(x; ___ o4

X, oX,

TEOREMA 111
Si B(X Xy X Vi Vo) AR (X X,5 X5 Y Y, ) son dos  funciones  de  n+2

variables, que cumplen las siguientes condiciones:

FLX{ X200 X3, Y0, Y2) = 0 , B30 50 40 s
Fz(Xi)’Xz’ ...... xﬁ,yf,y;’) 0 para algn punto (Xl,Xz, ------ xn,yl,yz) €
Rn+2

2°) K A F, admiten derivadas parciales de primer orden continuas en un entorno del
punto P, lo que asegura la Diferenciabilidad de F, A F,como funcién de n +2

variables.
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oF oF
30)J :[a(lz1;|:2) _ | oY1 oY > -0
3 O(Y1:¥2) o oF, OF, :
a)/1 a)/2 P

Entonces se puede determinar un entorno que contenga al punto P (del espacio

Rn+2)

1 2
X5 < X, < X3

vi <y, <=vy2 J=12..nenel cual{
V: < VY. < V3

Fl(xl"“’xn,yl’yZ) =0

(A)
F,(X0 XY Y,) =0

Yy = (X, X500 %)

Determina una solucidn: (B) y solo una.
{Y2 = fz(xyxzv“’xn)

0
Yy =i (%1 X500 X7),
Se cumple que: 0 o o .
Y2 = Fo (X1, X500 X)),

F X, X0 X, B (X X, ) Ty (X X )] = 0 '
y que: en el entorno mencionado,

FolX; Xy e X i (kg X, B (X X)) = 0

siendo las funciones dadas en (B) continuas, diferenciables e independientes.

Demostracion:
ok Ok B ok, ok
oy, oy, oy, oY,

Para que esto se cumpla, las cuatro derivadas no pueden ser simultaneamente nulas en

Partimos de la hipotesis J,= 0, 0 sea # OenP.

P, entonces sin perder generalidad suponemos que es: il = 0enP (C).
1

Ahora consideremos la ecuacion F; (X, X, ,...... X, Y1, Y,)=0 (D)
Pero las hipotesis 1 y 2 de este teorema, junto con (C) nos aseguran (Teorema Il) que

de (D) se deduce: Y; = 9(X;;X5;...3 X, Y5) (E), funcion tnica continua y

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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oF,

diferenciable, cuya derivada respecto de y, es: Y1 = — oY > en P.
> o
Y,

(F
Ademés se cumple quees Y, =g(Xs, Xa 0 X2, Y5).  (E)
Si reemplazamos (E) en la expresion de F; se tiene:

F2 (Xl’XZ L Xn ’yl’yZ) = I:2 [Xl’XZ 1 g(xll"" Xn 7y2)l y2] = G[X1’X2 L Xn ’y2]

cuya derivada respecto a 'y, (como funcién compuesta) sera:
oG OF, ox, N oF, ox, - oF, ox, N oF, oy, N oF, oy,
ay2 axl ay2 aXZ ay2 aXn ay2 8yl ayz ay2 ayz'

Como Xi; X2; ... ; Xn no dependen de y, ,seran: IX; — 0, por lo tanto: en
Y,

P'(Xf,...,xg,yg) es

OF
oG OF oF :
=2 .ayl + —=2 . Peropor (F): &Y. _ 9y, ,y reemplazando esta
oY, oy, oY, oY, oy, oF,
oy,
expresion en la anterior, queda :
SR
oG OF, OJOF, Jy, 1 [oF, 2R SOF, oF
Y, Y, é’yl' oK 2 o”yz'é’yl 0”yl'é’y2

Y1 YN
Qz 1 J_ Expresibn que existe y es distinta de cero en
oY, JF P
oY,

P(X{,..., X2, Y5) |

Pero las hipotesis 1 y 2 de este teorema juntamente con ﬁ 0 enPyconE, nos
Y,

aseguran que: B (X5 X,5-3 X1V Y,) = GIX 5 X,5..5X,:Y,]1=0
] http://es.wikipedia.org/
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determina una funcién Y, = fz(Xl; Xz;...;Xn) que es Unica, continua y diferenciable y
que cumple Y5 =f, (X{, X3 .., X0).

Si reemplazamos Y, = f,(X;; X,;...; X,,) en la expresion (E) para y;, tendremos:
Yy = 00X Xo5 s X By (X5 Xg5 5 X )] = FL(X05 X, -5 X,) Que resulta
Unica continua, diferenciable y cumple

Ve = 00X G X, Y3) = 0K X3 X, (67 X2 =, (K] . XT) - Reuniendo

Y, = fl(Xl;XZ;"';Xn)

estas expresiones resulta la solucién buscada: . L.
VY, = T, (X5 X555 X,,)

Calcularemos ahora las derivadas de y; e y, con respecto a cada una de las X.

Partimos del sistema:

F (X1 X550 X 03 Y15 Y,) =0,

F, (X1 X555 X3 Y13 Y2) =0,
y derivando (como funcién compuesta), cada una de ellas respecto de las X |,
(teniendo en cuenta que estas son independientes, todas las derivadas de la forma

OF,  OF Oy, R 2y, |

son nulas para todo j = k se obtiene: | Xk FY1 IXi FY, X,
Xk OF, (OF, 0y, OF, 0y, ¢
X, Oy, X Y, IX

OX

J

¥

oX,  OX

donde las incAgnitas son Pasando en cada ecuacién los términos

ﬁFl_ﬁlerﬁFl.ﬁyZ:_ﬁFl
oy, Ox. 28y, OX, OX.
ﬁFz_ﬁlerﬁFz'ﬁyz:_ﬂFz

oy, 0X, 0Oy, 0%, OX,

independientes al segundo miembro, se tiene:

que es un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas, y que puede resolverse

por la regla de CRAMER siempre que el determinante de los coeficientes sea distinto
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oF OF

de cero, o sea, siempre que: | Y1 2|, cosa que ocurre, ya gue este
oF, OF,
oy, oY,

determinante es el JACOBIANO antes visto y por hipétesis es = 0 en el punto P
.Resolviendo el sistema anterior, tendremos:
_ok IR
IX, Y,
0k IR _ I(R;F,) _ (R;F,)
oY1 _L 9% IY,] _ (XY, _ I(XY,)
OX, J J O(R;F,)
I(Y1:Y,)

oFR JR

oYy 0%
@ _@ _ I(R;F) I(R;F)
Y, L9V I%]_ Aysx) __d5X)
X, J J o(R;F,)
2(Y1:Y)

Habra n derivadas de cada una de las funciones y; ; y, para k = 1;....;n.
Calculamos ahora las diferenciales dys,dy,. Diferenciando el sistema F1=0, F,=0 ,

sera:

ﬁ-dx +...+ﬁ-dx +ﬁ-dyl+ﬁ-dy2:0,
ox, toox, M ay, oy,

JF, JF, JF, JF,
X At O+ dy +—dy, =0,
ox, L ooox, oy lady, 2

OF iz n JF
——dy + dy, =- X - dXy,
ay, 1 Y, 2 kzlﬁxk

n JF
O’JFZ-o|y+5F2 dy, =- 3 —Z-dxk,

oy, 1 2y, 2 k=17

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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Que también siempre en el punto P puede resolverse en dy;, dy, como antes, por
CRAMER.

5. Aplicaciones De Los Teoremas De Funciones Implicitas. [1]

Funcion inversa: Consideremos una funcion de una variable independiente y=f(x).
Vamos a mostrar como se puede utilizar el Teorema 1 de funciones implicitas para
determinar condiciones bajo las cuales existira la funcion inversa x=g(y), cuéles son

sus propiedades y como calcular su derivada.

Teorema 5: Si y=f(x) es una funcion continua con derivada continua, y existe un

punto x=Xq con Yo =f(xg) ~ f' (Xg) #0 (1) ,entonces es posible determinar un

entorno que contiene al punto x=xg en el cual y=f(x) define la funcion inversa x=g(y).

dx 1
Esta funcidn es continua y derivable siendo su derivada @ = W , en todo punto
dx

del entorno mencionado en el cual sea f'' (x) #0

Demostracion: formemos la siguiente funcion auxiliar F (x,y) =y-f(x) (2)

Si en esta expresion reemplazamos X por Xo € y por Yo ; teniendo en cuenta (1) se
obtiene F(xo;yo) =0 (3)

Ademas, como f(x) es continua Yy con derivada continua, resulta que

Fx (X, y); Fy (X, y) (4) existeny son continuas, puesto que Fy (X, y) =-f"' (X),
Fy (X, ¥y) =1 (que se obtienen derivando (2)).

Pero Fx (Xo, Yo) = - f'' (Xo) #0  por hipotesis. Esto ultimo, juntamente con (3) y (4)
,nos asegura por el Teorema 1, que existe X = g (y), que es Unica,

continua y derivable, definida por F(x,y)=y-f(x)=0 en un entorno del punto

P(Xo,Yo),siendo:
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dx = F(x,y) 11 1
dy__Fx(x,y)__—f'(x)_f'(x)_d7y 0 e
dx
dx 1
dy dy
dx

con lo cual queda demostrado el Teorema 5.
Obsérvese que este Teorema no nos informa sobre la forma explicita de la funcion
inversa x=g(y), sino que, nos suministra condiciones bajo las cuales seguro existe esta

y cuales son sus propiedades en relacion con las de y=f(x).

Notese que y=f(x) puede interpretarse como una transformacion T: x -->y, y cuando
existe inversa

x =g(y), setendra la transformacion inversa T™y -->x

Transformacion Inversa

Consideremos ahora el caso de un sistema de funciones o transformacién de la forma
u= X, V),

T *by) ()
v = w(X,y).

Cabe preguntarse bajo que supuestos existira la transformacion inversa

(< =F(u,v),

T 1
v =g(u, v),

(6) en cuyo caso se tendria graficamente:
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. &

7t T{uo = 0lx,.¥,) v
‘.'D = .LIJ:.XO-‘YD ] T
- P r(uU:\ 0)
Vo [
Vo °
. -...T-_-I- e
. b .-;_
Zo X Figura 94 Ug u

Teorema 6: Si las funciones U=0(X,Y), V=y(X,Y) pertenecena laclase C1 (

es decir son continuas y con derivadas primeras continuas.) y existe un punto P(X,

,Yo) CON
{uo = cp((xo,yO; (A) y el Jacobiano en P
V0 =V Xg’yo

- O(ew) _ 5 (pow)
» o(x,¥), .y 79

entonces se puede determinar un entorno que contenga al punto P, en el cual la

transformacion (5) admite inversa (6)

Las funciones X = f(U, V) NY = g(u, V) son diferenciables.

Demostracion: Formemos el sistema de funciones auxiliares.

<[Fl(u, V,X,¥)=U—(X,y)
F(u,v,x,¥y)=Vv—wy(x,y)

Si reemplazamos u,v,X,y por Uy, Vo,Xo,Yo respectivamente en (7) y tenemos en cuenta

(A)

Obtenemos

{Fl(uo’ Vo’ Xo’ yO) = uo _ (P(XO, yo) — O’
Fz(uo’ Vo’ Xo’ yo) - VO _W(Xo’ yo) - O

Derivando (7) se tiene:

(")

(8)
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OF OF OF Ok
1 g g i e
_— = y , ———— == — , y et frd O,
ox @5 O Y) oy (Py(x v) ETRY 9)
OF OF OF OF
2 . 2 . 2 . 2
—_— = — M y ————— — — . y — O’ —
Ox Wx < y) oy Wy(x y) ou ov -

y como las funciones U = @(X,y)AV =wy(X,y) pertenecen a la clase C1 por

hipotesis, resulta que F, y F, también pertenecen a la clase ct

Finalmente, el Jacobiano de F; y F, respecto de x e y es:

B w x| b b

6(F1,F2) J(FI’FZ) ox oy _| oX oy | _|Ox ayza((p,\u) J((p,\p)
ox,y) — (xy) |oF, oF, 0¥ _oy oy 9y axy) (xy)

ox oy OX oyl |ox oy

(10)
siendo por hipdtesis este Jacobiano en el punto P distinto de cero. Esta ultima
o(F.,F,)
a(x,y),
C' nos aseguran ( Teorema 3 ) que existe el sistema:

x =f(u,v), F=u-o(xy) =0
{yzg(u,v), F,=v-y(x,y)=0,

del punto (up,Vo,Xo0,Yo) €l cual esta formado por dos funciones que son continuas,

condicién, o sea = 0 , juntamente con (8) y que F, y F, sean de la clase

(11)  definido por { en un entorno

independientes y diferenciables, siendo sus derivadas:

oF,F2) [ -y
5_)(__ ﬁ(u,y) __0 Wy gy
ou  O(F,F2) J(Fl,Fz)_ I
a(x,y) (x,y)
o(F1, F2) 0 —oy
ox __alvy) 1 —wy gy
ov  o(FLF2)  Jox oy  J
8(va) Yx Yy
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a(lzl, |:2)
oy _ olx,u)_ _  wx |
au olFR.F) — 3
a(x,y)
oF . Fs)
g @(X’ V)\ Px

ov 8U:1,F2)_ j
o(x,y)
Este teorema informa sobre condiciones bajo las cuales seguro existe (6) y cudles

son sus propiedades en relacion con las de (5), pero, en general no proporciona la

forma explicitamente (6).

La generalizacion para un sistema de n funciones de n variables se realiza mediante
un procedimiento similar Condiciones suficientes para la existencia de la

transformacion inversa se expresan en un teorema analogo a los anteriores.

Transformacion de Coordenadas

Hemos estudiado los sistemas de la forma

T {u = o(x,y)

v =wy(x,y)

ysuinversa T-1 {X = f(u.v)

Yy = a(u,v)
Es evidente que estos pueden interpretarse como cambios de coordenadas en el plano.
El hecho fundamental concerniente a los cambios de coordenadas es obviamente
la inversibilidad o sea la biunicidad de la correspondiente transformacion, esto es
que, a cada punto de un espacio le corresponde uno y solo uno del espacio
transformado.
Por el Teorema 6, este problema de decidir si un sistema dado de funciones define
o no un cambio de coordenadas queda resuelto afirmativamente cuando:

1) las funciones son de la clase C*, y

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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2) el Jacobiano de la transformacion es distinto de cero en todo punto de la region
considerada.
Puesto que entonces vimos que existe la transformacion inversa.
Consideremos ahora algunos hechos generales referentes en primer
término a los cambios de coordenadas en el plano definido por:
a2 T {u - (p(x,y) y su inversa T-1 {X B f(u, V) (13)
vV =wy(X,Y) y =9d(u,v)
Cuando se dan las coordenadas (x,,y,) de un punto P, respecto de un sistema de

coordenadas cartesianas "X,y”, lo que en realidad se hace es fijar la posicion de P

como interseccion de las rectas x=x, ; y=Y, .

u= (P(X11Y)’
v =wy(x,,y),

paramétricas de una curva en el plano "u, v, con pardmetro "y" ya que x=constante.

Pero al fijar x=x; , (12) queda que representan las ecuaciones

De modo que a la recta x=x, del plano "X, y" le corresponde una curva del plano "u,

Vv

\ y=v1 [

}r s
y=Y1 Py \\\i:l//x:xl

o Figura 895 -

.
-

0 X=X X 0 u

Vv
N . Y=y
Analogamente, al fijar la ordenada y=y, obtenemos las ecuaciones parametricas uc

otra curva del plano "u, v’, con parametro "X", ya que y =constante. De manera

que a la recta y=y, del plano (x, y) le corresponde otra curva en el plano "u, v".
Entonces al punto P1 , que en el plano "X, y" es la interseccion de las rectas x=x, ;
y=y,, le corresponde en el plano "u, v" el punto P'1 , que es la interseccion de las

curvas respectivas mencionadas.
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6. Jacobiano De Un Producto O Composicion De Transformaciones. [1]

Consideremos la siguiente transformacion:

Y1 :fl(X11X2 ------ Xn)

J1:J((3)/(113)/(2""’3)/:)):2%)3:1’)3:2""')3:ng, (17) Y supongamos que las
1> Dyreny n 1 Dareny n

variables x; dependen de otras t; variables, es decir:

X, =g, (t, t,,..o.e, t,
x, =gz2(t,, t,,....., t,) (18) cuyo Jacobiano es:
X, =9, ty,....., t,
] _J(xl,xz, ..... y X0 ) 0Ky, Xy e X)) 19)
5 =
(t,,t,,., ottty

% ........... ayl % ........... % Ay e a,
0X, x| | ot o,
a(yl,yz, ..... ,yn)a()/(lyxz, ..... ,Xn): ....................... | =l
O Xy ,Xn) 8(t1,t2, ..... ,tn) . ol -
o ox | [ot, ol fa, ... ann
(20)

Recordando la forma como se realiza el producto de matrices obtenemos:

a11:8y1.6x1+8y1.8x2+8y1+ ...... +—ay1.%
oX, ot OX, ot 0OX, oX, ot
0
Pero la sumatoria es }tll Luego a,, = (?tll , Y, en general
1 1

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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. OX . OX . OX :
a; = Vi g N Ky Wi KK Yy , Resultado que
oX, ot; Ox, o OX, Ot i
reemplazado en (20) da:
oY, oY1 oY,
all a12 """" aln atl atZ atn
Aoy Aopeeeeens a,, oY > Yo . oY 2
Ji.Jdy = = | oty ot, ot
T T ann|  OYn OYn oY
ot, ot, 7 ot
0 sea que:

Y1 Yo ¥, ) A(Xys X g0  Xp) _ O(Y1: Y2 Yi)
O(Xy, Xy peueery X, ) Oty 1y, t,) o(ty,ty e, t,))

Notemos que el segundo miembro resulta ser el Jacobiano de la transformacion

producto o composicion de Fy G: F. G. Vale decir que el Jacobiano del producto o
composicion de dos transformaciones es igual al producto de los jacobianos de cada

una de ellas. Como el producto de transformaciones no es, en general, conmutativo,

— —
hay que tener en cuenta el orden. Veamos ahora el caso particularenque Yy = t

osea: y,=t ;Y,=t, . Yn=tn
Resulta entonces que el producto de las transformaciones (18) y (16) da como

resultado la transformacion identidad. Por lo tanto, por definicidon de transformacion

inversa, (18) es la inversa de (16) o sea G=F -1 :
Vi =F, (X0, X5 ,0eeen, X))
Frlyo =Fo(0¢0, X5, ., X)) ) F
yn _fn(X11X2' """ ’ Xn)
x1 = gi(Vi, ¥Y2,..... » V)
x2 = gz2(vy1, V2,..... , V)

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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Haciendo el producto de los jacobianos, tenemos:

8, Ay a,

J(yl,yz, ..... ,yn)J(xl,xz, ..... Xo) _ o g Bn| _ Yy, Yy yn)lé(xl,xz, ..... X,)

(X1 X0 X ) (VY Vo) e v X, X Xy ) OY1, YY)
8, Ay a,,

en donde, segun vimos, es:

oyi Oxi N oYi OX2 N N oy1 oxn Oyl

oxi oyr | oxa oy oxn Oyr  oyr

ail =

a,, = =0,

ya que y, no depende de y, Entonces, todos los ajjseran iguales a cero para E= j y

cuando i=j a; =1. Asies:

O O O ... 0]

(Y1, Yo yn).a(xl,x2 ...... x,)_0 1 0 0 ... 0 _,
(X1, Xgseeee X)) A1 YooV ) e oo e e
O O O O .. 1

De donde:

Y1, Y2, Yn) OXy, X5, X0 ) 4
O(X1, X550y X ) (Y1, Y20 Vi)

Luego:

(Y1, Y20 Vi) 1

O(Xy 1 Xpry X)) O(Xy, X5,y X))
(Y1, Y2 Vi)

Lo que nos dice que el Jacobiano de la transformacion inversa de una transformacién

es igual al inverso del Jacobiano de la transformacion original, si esta admite inversa.

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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INTEGRALES MULTIPLES

1. Definicién De Integral Doble. 3]
Sea F unaregion de area A del plano “x y”, F incluye su frontera (Regién Cerrada).
Subdividimos al plano “x y” en rectdngulos mediante rectas paralelas a los ejes de coordenadas
(figura 100).
Partiendo de algun lugar conveniente (tal como el extremo superior izquierdo de F), numeramos
sistematicamente todos los rectangulos que estan dentro de F.

“, n

Supongamos que hay “n” de tales rectangulos y los designamos con ry, r,....1,.

r-r.-' ry

Ara ryg _ o F

Figura 100

Utilizamos los simbolos A (ry), A (r3),...., A (r,) para las areas de estos rectangulos.

El conjunto de los n rectangulos {ry, r,,...., r,} se llama una SUBDIVISION A de F.

La NORMA de la subdivisién que generalmente se indica con [[All, esla longitud de la diagonal del
mayor rectangulo de la subdivisionA.

Supongamos que z = f(x, y) es una funcion definida para todo (x, y) de la regién F.

La definicion para la INTEGRAL DOBLE de f SOBRE LA REGION F es andloga a la definicidn de integrales
para funciones de una variable. Elegimos un punto arbitrario en cada uno de los rectangulos de la
subdivisién A, designando las coordenadas del punto en el rectangulo r; con (§;,,1;). Ahora formamos

la suma: f(&;, My)-

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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i=1
Esta suma es una aproximacién a la integral doble que definiremos; y se denomina “SUMA
INTEGRAL”.
Las sumas tales como (1) pueden formarse para subdivisiones con cualquier Norma positiva y con el

enésimo punto (&, n;) elegido en forma arbitraria en el rectangulo r;.

2. Definicion. [3]

n
Un ndmero L es el limite de las sumas del tipo (1) lim Zf(ai,ni).A(ﬁ) — Sidadoun&>0; 38
A—0 j21

n .. .
>0 / [Zi_lf (él,nl)-A(") - I—:|< € para toda subdivisién A con All <8 y para

todas las elecciones posibles de los puntos (&, 1) en los rectangulos r.. Puede demostrarse que si el

numero L existe entonces debe ser unico.

Si f estd definida en una regidn F y el niumero L, definido anteriormente, existe, decimos que f es
INTEGRABLE SOBRE F, y escribimos: |[; f(x, y). dA

A esta expresién la llamaremos también INTEGRAL DOBLE DE f SOBRE F. La integral doble tiene una
interpretacién geométrica como volumen de un sélido. Efectivamente cada término de la sumatoria
(1) representa el volumen de un cuerpo elemental de base (r;) y altura  h =f(&,n)).

Siendo z= f(x,y) una funcién continua en el dominio cerrado representado por la REGION F, la
sumatoria (1) tiene un limite si la diagonal maxima de Ar; tiende a cero con n tendiendo a infinito.
Siendo este limite siempre el mismo, cualquiera sea el modo de la division del dominio de los
elementos Ar;, y la seleccion del punto de coordenadas (&, 1;) en los dominios parciales Ar;.

Este limite se llama integral doble de la funcidn f(x ,y) sobre F y si f(x, y) > 0, la integral doble es igual
al volumen del cuerpo limitado por la superficie z = f(x, y), el plano z = 0 y la superficie cuyas
generatrices son paralelas al eje 0z a través de la frontera de F. (fig. 101)

V(s) = [ f(x,y). dA Siendo V(s) el volumen del sélido definido por (x,y) € FA0<z <f(x, y)

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
[ 2 ]EI Cdlculo (7 Ed.) Louis Leithold
[ 3 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion



Cdlculo IT (U.A.J.M.S))

| i i
: = (&, M)
0 y
F
/’___
P
X
(&) Figura 101
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3. Propiedades De La Integral Doble. [1]

Enunciaremos varias propiedades de las integrales dobles en analogia con las propiedades de la
integral definida de funciones de una variable.
TEOREMA
Si cesun numero y f es integrable sobre una regién cerrada F, entonces c.f es integrable y:
I1: c.f(x, y).dA = c.J J; f(x,y).dA

TEOREMA
Si fy g son integrables sobre una regién cerrada F, entonces:

[Je [f(x, y) + 8(x, y).dA = [[¢ f(x, y).dA + [] g(x, y).dA
El resultado de este teorema se puede extender a cualquier nimero finito de funciones integrables.
Las demostraciones de los teoremas anteriores resultan directamente de la definicion.
TEOREMA
Supongamos que f es integrable sobre una regién cerradaFy m < f(x,y) <M V (x, y) € F entonces si
A(F) designa el area de la region F, tenemos: m. A(F) < [f f(x,y).dA < M.A(F)
TEOREMA
Si fy g son integrables sobre Fy f(x, y) <g(x,y) V (x, y) € F, entonces

[T f(xy).dA < [ g(x, y).dA

TEOREMA

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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Si se hace una particion de la region cerrada F en las regiones F, y F,; esdecir F;"F, =0y F; UF, =F

y si f(x,y) es continua en F se tiene: U f f(x, y).dA = f fplf(x, y).dA + szf(x, y).dA
4. Calculo De Las Integrales Dobles. [2]

La definicidn de integral doble no es muy util para la evaluacién en cualquier caso particular.
Naturalmente, puede suceder que la funcidn f(x, y) y la regidn F sean simples, de manera que el limite
de la suma (1) pueda calcularse directamente. Sin embargo, en general no se pueden determinar
tales limites.

Como en el caso de las integrales ordinarias y curvilineas, conviene desarrollar métodos simples y de
rutina para determinar el valor de una integral doble dada.

Sea F en rectangulo cuyos lados son x=a,x=b,y=c,y=d.

b

Y

y=d

y=¢t

x=b

Figura 102

Suponemos que z = f(x, y) es continua en cada (x, y) € F. Formemos la integral simple con respecto a x

Ia f(X,y).dx donde se mantiene fijo y al realizar la integracién.

Naturalmente, el valor de la integral anterior dependera del valor utilizado para y o sea que podemos

b
escribir: A(Y) :jaf(x’ y).dx

La funcion A (y) estd definida para ¢ <y < d y se puede demostrar que si f(x; y) es continua en F

entonces A(y) es continua en [c; d].

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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m

y=d

X=a

N
&\ ‘

Figura 103
x=b

:A(y).dy = j: [f:f (%, y)-dX]dy (2)

—

Se puede calcular la integral de A (y) y se escribe

d
Podriamos haber fijado primero x, luego formar la integral B(X) :J.Cf (X, ¥).dy entonces

J’; B(x).dx — J‘: [ J’: f(x, y).dy]dx )

Obsérvese que las integrales se calculan sucesivamente por lo que reciben el nombre de
5. Integrales Iteradas. [3]

En (2) integramos primero con respecto a x (considerando y constante) y luego con respecto a y; en
(3) integramos utilizando un orden inverso.
Se pueden definir las integrales iteradas sobre regiones F limitadas por curvas.

Esta situacion es mas complicada que la que hemos visto.

4 Q) 4 Ofx) 1
X
—
@ RG) | | s
R S { 1 ‘ |
s 0 | g P |
< P(x) 1 ; P(x) i | }A,
a b
Figura 104
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Consideremos una region F (ver figuras) donde la frontera estd formada por lasrectasx=a,x=b, y =

S((X))f (X, y).dy.dX donde primero

integramos (para x fijo) desde la curva inferior hasta la superior, es decir a lo largo de un segmento

b
P Y = O (g CON Py < Qg Para a < x < b. Definimos J.a

tipico. Luego integramos con respecto a x desde a hasta b. Con mayor generalidad se puede definir

las integrales iteradas sobre una region F, integrando primero respecto de y tenemos

jb %% (X, y) dy.dx integrando respecto de x sera jdjs(”f(x ).dx.d
a Jpco ,Y).ay. integrando respecto de x sera ¢ Jrw ,Y).ax.ay

EJEMPLO

Dada la funcion f(x, y) = x. y la regidn triangular F limitada por las rectas y = 0, y = 2x, x = 2, hallar los

valores de ambas integrales iteradas. Integrando respecto ay primero tenemos:

2 ex2 > > 12X 2 A 2
X.y.dx.dy = x.y— dx = 2 x3 dxX = —— =8
(0] (0} (@) 2 2
(0] O O
Y .
Yy =2x
Qg = 2%
x
Figura 105
Integrando en x tendremos:

2 4

2
J‘;Ijlzx.y.dx.dyz_[; y)(2 dy:_[;[zy—(y3/8)].dy= yZ_L 16_8-8
Yy

2

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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y=4 (2,4)

Figura 106

No es coincidencia que las dos integrales tengan el mismo valor. El siguiente teorema describe esta

situacion.
TEOREMA

Supongamos que F es una region cerrada que consta de todo (x, y) /a<x<b, Px <Y =< qi donde

py g soncontinuasy py < gy paraa<x<b.

b g
Suponemos que f(x, y) es continua en (x, y) de F. Entonces: JiJ f(x,y).dA = Ia -[p( ) f(x,y).dy.dx
X

El resultado vale si la region F se representa en la forma c<y < d; ry) < x < sqy); ry) < 5y) para c<y<

d ¢S(y)
d. Ental caso: [¢f f(x,y).dA = J-C J-r(y) f(x,y).dx.dy

Es decir que cuando ambas integrales se pueden calcular coinciden con la integral doble y por lo
tanto son iguales entre si. Hemos considerado dos formas de expresar una regién F en el plano x y.
Ellas son: as<x<b ; P =Y <A

c<y<d ; ry X< s

Frecuentemente ocurre, que una region F se puede expresar mds simplemente en una de las formas
dadas anteriormente que en la otra.
En casos dudosos, una grafica de F permite ver cual es mas simple y por lo tanto, cual de las

integrales iteradas se calcula mas facilmente.

[ 1 ] http://es.wikipedia.org/
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Una regién F a veces no puede expresarse en la forma anterior. En tales casos se puede subdividir F
en un numero de regiones, tal que cada una de ellas tenga alguna de las dos formas. Efectuandose las
integraciones en cada una de las subregiones y se suman los resultados.

Las siguientes figuras ilustran algunos ejemplos de cémo se pueden efectuar tales subdivisiones en

virtud de la propiedad aditiva de conjuntos:

[l fxsy)dA = o f(xiy)dA + Jeof Fley)dA + Ji] f(xzy)dA

N F3
; Figura 107
Jel F(xsv)dA = Jeue] Fliy)dA - JI f{xzy)dA

6. Integral Triple. [1]

La definicion de integral triple es andloga a la de integral doble. En el caso mas simple consideremos
una caja rectangular R acotada por 6 planos x=ag, Xx=a;, y =bg, y =b1, 2=¢o, Z=c;; y sea u = f(x; y; z)
una funcion de tres variables definida en todo (x; y; z) de R.

Subdividimos el espacio en cajas rectangulares mediante planos paralelos a los planos coordenados.

Sean B, B,,......, B, aquellas cajas de la subdivisidn que contienen puntos de R.

I E

DI/ L ”
—

)

Figura 108

i
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Designaremos con V(B;) el volumen de la i-ésima caja B;.

Elegimos un punto Pi(&;, m;, 7i) en B;, esta eleccidn se puede hacer en forma arbitraria.
n
La suma Zf (&i,Mi, vi)-V(Bi) es una aproximacién de la integral triple.
=1
La norma de subdivisién es la longitud de la mayor diagonal de las cajas B4, B, ....., B,.

Si las sumas anteriores tienden a un limite cuando la norma de la subdivisidn tiende a cero y para

elecciones arbitrarias de los puntos P;, a este limite lo llamaremos la

7. Integral Triple De F Sobre R. [1]

La expresién:“J f (X,Y,2).dV se utiliza para representar el limite.
R

Asi como la integral doble es igual a dos integrales iteradas, también la integral triple es igual a tres
integrales iteradas.

Para el caso de la caja rectangular R obtenemos:

a1 cb1 .C1
mf(x,y, 2)dV = a0Jbo COf(x,y,z).dz.dy.dx
R

Suponemos ahora que una region S estd limitada por los planos x = ag; x = a;; y = bg; y = b1 y por las
superficies z = r(x, y), z = s(x, y).

La integral triple se puede definir de igual forma

Teorema
Sea S unaregidén definida por las desigualdades:
SHP(x, y, 2)/a<x<b; pry <y < quy; rx, y) <z <s(x, y)

Donde las p; g; ry s son continuas. Si f es una funcién continua en S, tenemos:

ail ~g(x) S(x.y)
f(X,y,z).dV = f(x,y,z).dz.dyd
J.'\L, (x.y.2) aojp(x) Ir(x,y) (X, y,2).dz.dy.dx

Las integrales iteradas se efectlan considerando todas las variables constantes, excepto aquella

respecto a la cual se integra. Este concepto se puede extender a n variables.
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8. Cambio De Variable En Las Integrales Muiltiples. [1]

X =¢(u,v)
y=w(u,v)

(@) vy que esta transformacién posee una

Sea ﬂ f(x,y).dx.dy de donde
R

e, y) _I(xY)
Au,v)  4(u,v)

u=u(x,y)
v =V(X,y)

#0

inversa Unica dada por: por lo que el Jacobiano de (1) J =

Al recinto R del plano x, y le corresponde un recinto R’ en el plano u, v.

Haciendo entonces una particion en R’ con rectas paralelas a los ejes u, v; le corresponde en el plano

X, Y una particidn de R por curvas continuas dadas por (1).

i

Figura 109
A un sub-recinto R’; de R’ le corresponde un sub-recinto R; de R.
Queremos encontrar como se transforma cada elemento rectangular R’; en el elemento curvilineo

R; correspondiente. Para mejor ilustracién ampliaremos el dibujo de ambos recintos:

¥ x=@(uzh; vitk)
y=y(uzhvitk)
vtk ) /"/:1
R / ) __R.._._':w-- =L Y= (usth:
i /o i ! =0 (uths )
k ; / y=wlut+h,  Av
Avw P\\\ /
h / \‘-\\_“ |l-'.
w x=o(uivitk) %=l v)
Ay y=w(uy vitk) y=uluy ¥
ui ui+h g X g
Figura 110

Buscamos la relacién que existe entre las areas de R’; y R; ; para lo cual podemos considerar a R’;

compuesto por dos tridngulos iguales; lo mismo que a R;.

[ 1
[ 2
[ 3
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Para una particion con [|A || suficientemente pequefia, podemos considerar a los triangulos

curvilineos de R; como planos, siendo el drea de cada uno de ellos:

(P(ui’V,) (P(ui+hvv,) (P(ui’V,+k) (P(Uinv,) h'(Pu(ui’V,) k-(Pv(Ui:V,)
W(UY) i +hy) U,y k) % WU V) ha (V) Ky (V)
1 1 1 1 0 0

AR) _
2

N |

Esta ultima expresidn resulta de restar a los elementos de la segunda y tercera columna, los de la
primera y aplicando Taylor (despreciando los términos de orden superior al primero) es:

Desarrollando por los elementos de la tercera fila, es:

AR)

AR h'q)u(ui’vj) k'(pu(ui’vj) =% (pu(uilvj) (Pu(ui’vj) =% a((leV) %J((P’W)
2

1
Eh'\vu(ui’vj) Ky, (U V) | 2 [wy(unvy) v (upvy) | 2 a(uy) 2 (uv)

(o, w)

Alr)=h.k.J=Au.Av.J=ARR}) J Recordando la definicién de integral doble

n
”f (X, y)dx.dy = |im Zf (i, yi).A(ri) y como f(x, y) = flo(u, v); w(u, v)] = F(u, v) serd
R ‘A —0{3

o(p,w)
gf(x,y)dx.dy — jRjF(u,v).J.du.dv — jRjF(u,v).ﬁ.du.dv

Con lo que hemos obtenido la relacidn que liga las variables (x,y) con (u,v).

9. Operadores Vectoriales

Campos Escalares. [2]

Dado un sistema cartesiano ortogonal, los puntos del espacio 6 de una regién del mismo quedan

determinados conociendo el valor de sus coordenadas x, y, z .

Una funcién ¢(x, y, z) cuyo dominio sea la region considerada, se llama una FUNCION DE PUNTO
ESCALAR pues asigna a cada punto del DOMINIO un ESCALAR que estd representado por el valor que

toma la funcién ¢ en el mismo.
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A modo de ejemplo, supongamos que la funcion ¢ (x, y, z) = 3x* + 2xy +yz? esté definida en todo el
espacio y analicemos que ocurre con ¢ en un punto determinado P (1, 2, 1):

¢(1,2,1)=3.12+2.1.2+2.12=9 que representa el escalar de ese punto.

Esta funcién o(x, y, z) define un campo escalar dado que asigna o hace corresponder a cada punto un

escalar.

Dada una FUNCION ESCALAR o(x, vy, z) se llama GRADIENTE de la misma al VECTOR o SEUDOVECTOR

cuyas componentes son las derivadas parciales @y, ¢y, @,.

El gradiente se simboliza con la notacién: gradoo Vo .. grad @ =Vo =0 .i+ @, .j+ @, . k

Propiedades Del Gradiente
Sea F = @ £ y una funcién escalar de dos funciones escalareso, v luego
gradF=VF=V(ptvy)=F.i+F .j+F .k
= (et )i+ (o) j+ (P, EW)k=0x. iy, i+Q,.jLty,.j+o,.kEy,. k=
=(ox.i+Qy.j+o,. KT (w.y+w,.j+y,.k)=grad ot grad y = Vo = Vy
luego: V(p £ )=V = Vy
Otra propiedad que es facilmente demostrable V(p.y)=0¢.Vy+y. Ve

Propiedades Geométricas

El incremento de la funcidn ¢(x, y, z) al pasar del punto P(x, y, z) al punto P + dP de coordenadas x +

dx;y+dy;z+dzes: dp=0q.dx+@,.dy+¢@,.dz

Considerando a dP como el vector desplazamiento de componentes dx, dy, dz se puede expresar a d¢

como Vo.dP osea:do=(¢y.i+@,.j+¢,.k).(dx.i+dy.j+dz.k)

Si analizamos todos los desplazamientos posibles en cualquier direccidn a partir de P y todos ellos de
la misma longitud, o sea, con el mismo maddulo | dpP | , el producto escalar serd maximo cuando las

direcciones coincidan. De esto surge una importante propiedad geométrica del gradiente:
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TEOREMA:

La direccién del vector gradiente de una funcidn ¢ es aquella segun la cual esta funcién varia mas

rapidamente.

El médulo del gradiente se puede obtener de:

d
ldol=IVol.ldpl.cos02= | Vol.ldp| -. v(pzﬂ
| dP|
O sea el médulo del gradiente es igual al cociente entre el médulo de la variacion de ¢ en la direccidn

de maxima variaciéon y el médulo del desplazamiento mismo, cuando ambos tienden a cero.

SUPERFICIES DE NIVEL

Se llaman superficies de nivel de una funcion ¢(x,y,z) a las superficies de ecuaciong(x,y,z) = constante
(En el caso de dos dimensiones tendremos curvas de nivel).

Consideremos un desplazamiento cualquiera dP de componentes dx, dy, dz sobre una superficie de
nivel:

Como @(x,y,z) = constanteel dp =0 osea dp=¢@,.dx+@,.dy+¢,.dz=0.. Vp.dP=0

pero el producto escalar es nulo si los vectores son perpendiculares o sea que el GRADIENTE de ¢ es
normal a cualquier desplazamiento sobre una superficie de nivel; De esta propiedad enunciamos el
siguiente Teorema: “El vector gradiente es, en cada punto normal a la superficie de nivel que pasa

por el punto”.

LINEAS DE GRADIENTE
Se llaman LINEAS DE GRADIENTE de un campo escalar ¢ a las que en cada punto tienen la tangente

en la direccidn del gradiente de ¢. Esto significa que la direccién del gradiente coincide en cada punto

dx dy dz

con la del desplazamiento sobre la curva o sea = =
Px Dy Pz

CAMPOS VECTORIALES

Si se define un vector A por sus componentes a; en una cierta regién del espacio o en su totalidad; y si
dichas componentes a; = f(x, y, z) son funciones de las coordenadas x, y, z es evidente que a cada
punto de la regidn considerada le correspondera un vector cuyas componentes seran funciones de
las coordenadas del punto.

El conjunto de los mismos determinan un CAMPO VECTORIAL.
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Dado un campo de vectores A = a;(x, y, z) i + a,(x, y, z) j + as(x, y, z) k, a las lineas que en cada punto
son tangentes al vector del campo que pasa por él, se las Ilama LINEAS DE CAMPO.

Considerando un desplazamiento en la direccidn de las lineas de campo o sea su vector tangente A; y
si el desplazamiento tiene por componentes dx, dy, dz, las ecuaciones diferenciales de las lineas de
dx dy dz

a, a, as

campo seran:

Divergencia De Un Vector

Se Ilama divergencia de un vector A = a;(x, y, z) i + a,(X, Y, z) j + as(X, y, z) k, cuyas componentes a;
son funciones de (x, y, z), al escalar dado por la suma de las derivadas de a; respecto de x mas a,

respecto de y mas a; respecto de z o sea: divA=ay +ay, + az

De esta definicidn se deduce:

div(A£B)=divAtdivB luego div(ALB)=(a;Eby)+ (atbh,),+(astbs),

div (A £ B) = aj = by + @y, £ by, + a3, £ by, = div (A £ B) = (arx + @y + a3,) £ (b1 + byy + bs,) =divA+ divB
div(p.A)=Vo.A+¢.divA donde ¢=0(x,y,z) A=ai(xy,z)i+axxy,z)]j+asxyz)k

div (0.A) = (@ . ar)x + (@ . az)y + (¢ . @3), =div (@.A) = (Ox . a1+ @ . ag) + (Py . a2+ @ . Ay) + (@, . a3+ @ .
as,) =div (P.A) = (Ox. a1+ Py. 2y + @, . a3) + (P . A+ Q. Ay + ¢ . a3,) .. div (p.A)=Vp.A+¢.divA

10. El Rotor. [2]

Se llama ROTOR o ROTACIONAL de un vector A de componentes a; , a, , a; funciones de x, y, z al
vector de componentes (asy - a,); (312 - a3x); (a2« - a1y) 0 sea:

rot A =(asy - ax) i+ (ag, - as) j + (- ay,) k

i j k
rot A= 9o o 9 = as _63.2 i+ a, - 923 j+ aa_z_@ k
oxX oy oz oy oz oz OX OX oy

a, a, ag

los productos simbdlicos 0 a; ; 0 a; . son las derivadas parciales respectivas aiy ; a3y .....etc.

ox oy

De la definicién se deduce: rot(A+B)=rotA+rotB

rot(o.A)=¢.rotA-A.Vo siendo @ = ¢(x,y,z)
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i J k
o o0 0 :{G(Pag _a(Paz}iJ{@(pal _axaﬂj{a(paz _Gmal}k

oy oz
03, @3, @,

rotpA=| — —
OX oy oz 0z OX OX oy

=((y.a3+.a3y Q.22 -P.32,)i H(@, . A1 +P.a1, -Py.33-P.a3))] +H{Py.32+P. 32 -Py.a1-P.a1 )k =

= p[(as,-az,)i+(ar, -asj+Hax -a1, )kl +[(@y.a3 -@,.a; )i+(Q, . a1 -@x.a3)j+(Px-a2 -@y.a1)k]=

= ¢@.rotA- a1 Py a3 = @.rdqtA -A.Vo

Ox Oy @

11. Lineas De Rotor O Torbellino

Dado un CAMPO VECTORIAL A, el conjunto de los rot A forma otro campo vectorial llamado CAMPO
DE ROTORES, las lineas de los campos de rotores se llaman LINEAS DE ROTORES O TORBELLINO.
Sus ecuaciones se obtienen sustituyendo las componentes del vector en las lineas de campo por las

componentes del rotor  dx - dy . dz

(aSy - aZz) (alz - a3x) (aZX - aly)

12. El Operador Nabla

Si consideramos los simbolos 0 ; 0 ; 0 comolascomponentes de un
ox oy oz
0 0

Vector simbdlico, el mismo se representa por V (Nabla) es decir: V = &i +— j +—Kk

oy oz

Este operador puede combinarse con otros vectores mediante operaciones conocidas:  Aplicando el

operador Nabla a un escalar ¢ se tiene:

V= ii_,_ij_FQk (p:a_(pi+@j+a—(pk Vo=o¢ci+@yj+ ¢ k=grad¢
OX oy oz OX oy oz

Multiplicando escalarmente V por un vector A de componentes a4, a,, a; funciones de x, y, z:

da, oOa oa
1 + 2 + 3

oXx oy oz

VA=

=y +ay, +ag, =divA
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Si multiplicamos vectorialmente V por A obtenemos:

i j k
VaA=| L 9 O |_|%s 0% i+[aal—a‘<a3}j+ PRz % |k _rotA
oX oy oz oy oz oz OX oX oy

a, a, ag

13. El Laplaciano. [1]

Se llama LAPLACIANO de una funcidn escalar ¢(x,y,z) a la funcién escalar dada por la divergencia de
su gradiente. Se representa por A 6 V2 o sea:

Ao = V¢p=divgrad p =div. Vp=V. Vp = V% A@ = V2P =Qu+ Py + Py

Las funciones que satisfacen Ag = 0 se denominan FUNCIONES ARMONICAS.

De la definicién de LAPLACIANO se deduce: A(p + y) = Ap £ Ay
AMexy)=V.V(p.y)=V.(0.Vy+y.Ve)==V(p.Vy)+V(y.Vg)=
=Vo.Vy+0.V.Vy+Vy.Vo+y.V.Vo=¢0. Ay +y.Ap+2 Ve . Vy

14. El Laplaciano De Un Vector
Se Ilama LAPLACIANO DE UN VECTOR, al nuevo vector definido por el Gradiente de su Divergencia
menos el Rotor de surotor. SeaA=aji+a,j+azk a=alxyz) >i=13
AA=grad.divA-rot.rot A=V(V.A)-V.(V.A)=V3A
grad.div A=grad (ai+ay+as,)=(aix + azy + as;)x i Hagx + agy + a3,)y j +(asx + Ay + 33,),K
o grad.div A = (ag + Aoy + 3) |+ (Q1xy + A2y + 33zy) | + (A1 + 2y + 3322) K

i j kK
otA_| 2 2 2 :[aa?,_8a2}i+[8a1_8a3}j+[6a2_6al}k
oy
az

oX oz oy oz oz oX [0).4 oy
_ - . " .
I J
rot rotA = 9o . 9 _
OX oy oz

= (32xy - alyy -t a3xz) i+ (a3yz - Q- aAux t alyx) J + (alzx - A3xx ~ a3yy+ aZyz) k
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15. Derivacién De Vectores Derivadas Direccionales. [2].

Sea V = V(x,y,z) un versor funcién de punto, es decir un vector de mddulo unitario, cuyas
componentes vy ; v, ; V3 sean funciones de x; y ; z.

Consideremos un punto P(x,y,z) y el punto obtenido por un desplazamiento As en la direccién de V el
cual serd P + AP; resulta luego AP = V. As La funcidén ¢(x,y,z) al pasar del punto P al P + AP se habra
incrementado en :Ag = (P + AP) - ¢(P)

Si consideramos el limite del cociente de este incremento sobre As cuando este Ultimo tiende a cero
es precisamente la derivada direccional de ¢ segun la direccién de V.

Dado que el limite Ap — do y que este diferencial es: do=V¢.dP=Ve.V.As porlo tanto:

lim 2P _ |im YOVAS _ yov . o
AsS—>0 As AsS—0 AS

2¢ = d—(P =Vo.V
As—0 As  dV
siendo do@ una notacién simbdlica que indica la derivada de ¢ en la direccién V.
dv
Vamos a introducir ahora una notacidn que nos permitira calcular la derivada direccional de un
vector. Consideremos al vector A=a;.i+a,.j+as.k dondelosajx,y,z) i=1a3yelversorV=v,.i

+V,.j+vs.k Representaremos por (V.V)A al vector cuyas componentes son

oa, oa, : .
V. y Vs y Vg para i =1..3 siindicamos por A, al vector cuyas componentes

OX oy oz

son las derivadas parciales ai, ax , ax Yy con analogo significado utilizamos los vectores A, , A,

podemos escribir  (V.V)A = v; A, + v, A, + v3 A, Con esta notacion establecemos la siguiente

definicidn: Se llama derivada direccional del vector A = A(x,y,z) segun la direccion del versor V, al
vector: d—V=(V.V)A La interpretacién de esta derivada direccional es la misma que para el caso

de una funcién escalar. La diferencia entre los valores de A en P(x,y,z) y el punto desplazado en As
segln la direccién de V o seaen el puntoP+ AP=P + V. Ases: AA=A(P +V. As) - A(P)

El cociente entre esta diferencia y As cuando As—0 tiende precisamente a la derivada direccional. En
efecto: AA=A(x+ViAs;y+V,As;z+v;3As)-A(xy,z)

AA=A, viAs+A . Vv As+ A, V3 As+E v As+ & vy As + &3 v3 As
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. AA
Iim — =A«vi+ Ay.V2+ Azv3z = (V.V)A Podemos considerar
As—0 As
V.V=V1.8*+V2.&+V3.a* siendo los vi las componentes del vector V que son directamente los cosenos
/A
directores
16. Derivada Total Y Parcial De Un Escalar O Un Vector Respecto Al Tiempo. [2]

Supongamos una funcién de punto que dependa también del tiempotosea ¢ =o(x, vy, z, t). Si

ademas x, y, z también son funciones de ty si llamamos V al vector velocidad en donde:

v Ay L9z ieyjezk
dt  dt" dt

Indicando los puntos las derivadas respecto de t se tiene:

do &p dX+8(p dy dp dz 6(p dt
dt ox y dt azdt ot dt

Si en vez de un escalar se tiene un vector A = A(x, Y, z, t) que también depende del tiempo t

— =X 0,y +0,2+0=0;+V.VO

tendremos para la

Derivada respecto de t:

(f:t\ A +(VV)A= a(;tL\+v1AX+v2Ay+v3AZ

Estas expresiones son las que ligan la DERIVADA TOTAL respecto de t de un escalar o un vector con la

DERIVADA PARCIAL respectiva.
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17. Actividades.

1) Dado la siguiente integral calcular:

Demuestre que:

n—1
ftg“:cd:c = tg?'l_lx - ftg“_z:c dz; n #1.
ftg"‘.?: dz = ftg”_zr(secz:c —1)dz = ffg“_zx sectzdr — ffg”_z.r dz

Sea u=tgr = du=sec’rdr

ffg“_z.?: seclz dz = fu”_zdu s tg" 1z n #£1

ftg“x dz = n—l_l-tg“_l.?: - ftg"'zscd:r; n#ly%

2) Dado la siguiente integral calcular:

J-.?: Arcfgﬁdﬂ:
u :Arctgﬁ = du= %

dyv=zxdr= v= %32

frArcfg‘/Ed:c = %xQArcfgﬁ — %f—:ﬁ'z—d@?—

Vx (1+x)

j‘ z2dr =J‘:c3f2d:r _ 22 d
Ve (l+z) 1+z 1+ (/¥
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_ T _ 29 9. 302 _ 3
ﬁ-fgt?:- zﬁds:—sec Fde = dr=2tglf sec @40, x°/° =tg°¢@

42 e _foSHI:Eng SECQﬂ)dﬁ' _ffg3l?l:2fgﬂ seczﬁ'}dﬂ
I+z — (1+t52@) -

tg’e 2 _ 2.3 il _ 2.3
_2( — [tg Hdﬂ) §t6°0 -2 30 }—fdﬂ =£1tg% — 2(tg0 —0)
=%x3*‘f2—2[\/_—fi'rcfgﬁ}
fsc ﬂrcfgﬁds: = %xzﬂrcfgf - %3:3""2 + %f - %ﬁrcfgﬁ + '

= %ES‘:E — 1) Arctg./z — %3:3""2 + %5:”2 +C %

=2[tg*ade; (por(1))

sectd

3) Dado la siguiente integral calcular:

Resuelva
f&: Arcsen \/de

— ——_dr
u=Arcsen./x = du—2‘/5 \/E

dv=zdr= v= %:c:2

f:cArcsen fdx— 2:{:2 Arcsen\/_ lf Vrzjff_
—l‘

fﬁﬂ%:f 22 da =f 22 dx _f( 5+3 sem‘)) Lease de
VIE V1w V z —z? af %—(1‘—% \/i—%senzﬂ

=1 [(1 + sen0)?do
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= % sentl = dr = %cosﬁ'dﬂj senf =2x — 1 = cosf =

Faj—

-

sen2d = Zsendeos@® = (2 — 11/1 — (2 — 1}2

1— (2 — 17

%f[l + zend)de = i—f{l + 2send + sen’d)dd = i—(ﬂ — Zeosd) +

%fsenzﬂdﬂ=i-(g_gmsg}+i_f1—czoszﬂde

(@ — 2oosd) + %[H - %sen?ﬂ) +C

W=

[oa] (%]

?— %casﬁ‘ lﬁsen 2e

=Zdresen(2r — 1) — 34/1 — (22 — 107 — 42— 1)/1 — (22— 1) +Ck

4) Dado la siguiente integral calcular:
ISR—IdI
f($2n+1}2

f 3?1 1dx =f.‘.'62nl‘n_ldl‘
(x2h+1}'2 ((x“)2+1)2

2
"=t = naz""ldr =sect@dp = " ldy = SECCAU 0 de.

n 3
f g grlgy ] ft926 sec’@df | ptg’@sec’@dd | rtg’d do
z" '2+1 < 1+tg%8) ~— n sectd T nd sec?d
((=") g
1 r(sec’@—1)de 1 1 9
=n secld  n fdﬂ - secgﬂ) = —(9 fcos 0de)
- ?1—1(6 — %[B + %sen%)} = Elnﬂ — Jﬂ sen20 +C = (9 - sen?ﬂ) +C
= (4 - c
=5 retgx® 1+ 5= ) +
28 _ a2 1 2 1 _ 1
1 +tg°@ =secd = cos2g’ €OS d = T+ 29,5059 m
send = /1 — cos?d = ?, sen2f = 2senfcosd = 1_2‘_?:.2“ *
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5) Dado la siguiente integral calcular:

Resuelva

f.r2 Arcsec\/g dz
dx

u = Arcsec/r = ;du=—"7——; dv —22dr = v=1z%
Az~ r—1 3

Ixz Arcsecﬁ di = %xaﬁrcsec.v/_ — % zg‘rd;rl

2
+1)°du =f(u3f2+2u1f2+u‘”2)du
u

2 g (u
=z —1= du=dx; ==
=2u52 4+ 4032 4 2,12 4 C =2z - 1)52 + 4(z - 1)¥2 + 2z — 1)} 4+ C
J‘x? Arcsec./.; dzr = %zaﬁrcsecv/_ — 1]—5(7. - 1)5-"‘:2 - %l:.‘.?.' — 1)3;’2

— -2 +C%

6) Dado la siguiente integral calcular:

Resuelva

J‘sec3 rdr = fsec.r seclz dx

fseca.rd.r =fsec:3: sec’z dx
u =secy = du =secxitgrdxr, dv = sec®z dz = u=tgx

sec r secz dx = secxitgxr — fsec.rfgz.r dx = secxtgxr — fsec::
(sec?z — 1)dz

=secxigx — fseca zdx + fsec:c dx
= secxtgx — 'fsec3 xdz + !n]sec:c +fgz\ +C
2fsec3 rdx =secxitgr + £n|sec:c + tg:c| +C

fseca xdx = %sec:rfgx + %£n|sec3: -i-fg:.-':| + %
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APLICACION DE LA DERIVACION PARCIAL

1. Integrales Curvilineas, De Superficie Y De Volumen. [2]

Solo consideraremos el caso de integrales curvilineas a lo largo de curvas planas. Es
decir curvas continuas que consisten en un nimero finito de arcos en cada uno de los
cuales la tangente varia continuamente.
Sea z = f(x, y) una funcién y C una curva continua, que une los puntos Ay B (z=
f(x, y) no tiene ninguna relacion con la ecuacion de la curva C y no es mas que una
funcién definida en cada punto de la porcién de la curva C que se considera).

Y4 C

Ni &i P&, ni

AXx;

ry -

i Figura112 X

Dividase el arco de C entre A y B en “n” segmentos AS; cuyas proyecciones sobre los
ejes X e y son respectivamente AX; ; Ay; y sean (&;, n;) las coordenadas de un punto
cualquiera del segmento As;.

Realizamos ahora los siguientes productos: f(&;, ni) . Axi ; f(&i, ni) . Ay ; f(Ei, i) .
As; y hacemos las sumas para todas las subdivisiones del arco AB, luego tendremos

N N N

> fF(egm;).AX; 3 > _Fegm)).Ay,;, ;1 > flsm;).As;
=1 =1 =1

Los limites de estas sumas cuando cada As; . AX; ; Ay; tienden a cero, se llaman

integrales curvilineas y se escriben respectivamente:

[FOuydx s [ FOoy)dy 5 [ FOxy)ds

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
[ 2 ] http://es.wikipedia.org/
[ 3 ]El Cdlculo (7 Ed.) Louis Leithold
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En estas definiciones, Ax; ; Ay; son valores con signo, en tanto As; es intrinsecamente
positivo.

Las siguientes propiedades:

a) IE C.o(t)dt = C. IE@(t)_dt Siendo C = constante

b)jE [@1(1) £ @2(1).]dt = _[E @n(t).dt + IE Z52(t).dt

B A
c)jAQ(t).dt = —jB a(1).dt

P B B
d) j A D) dt+ jp (t).dt = j AD()dt

Son igualmente vélidas para las integrales curvilineas de los dos primeros tipos,

siempre que para cada formula la curva que une A con B siga siendo la misma.

Por otra parte las integrales del tercer tipo, si bien tienen las propiedades a) y b) no
tienen la ¢) ya que en efecto J‘Ef(x, v).ds — J’g‘f (x, v).ds

Ademas la propiedad d) vale para estas integrales si y solo si, P esta entre Ay B
sobre el camino de integracion.

Las integrales definidas ordinarias del calculo elemental no son mas que integrales
curvilineas en que la curva C es el eje x, y el integrando es una funcion de x

solamente.
2. Interpretacion Grafica. [2]

Como en el caso de las integrales ordinarias, es posible interpretar una integral
curvilinea como area. Si se piensa que z = f(x,y) define en el espacio una superficie.
La superficie vertical que tiene por directriz el arco AB cortara a la superficie z =

f(x,y) segln una cierta curva PQ.

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
[ 2 ] http://es.wikipedia.org/
[ 3 ]El Cdlculo (7 Ed.) Louis Leithold
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Figura 113

El producto f(&;, ni) . As; es aproximadamente el area de la banda vertical de esta

porcion de superficie que se encuentra sobre la base elemental As; ; y la suma

n
Zf (g;,m;)-As; es aproximadamente igual al area ABQP y en el limite la integral
i—1

[c f(x,y).ds , da esté area exactamente.

De manera analoga, el producto f(&;, mi) . Ax; es aproximadamente el area de la
proyeccion sobre el plano xz de la faja vertical de base As;, y la suma parai=1an
representa el area aproximada de esta proyeccion A'B'Q'P' sobre el plano xz, y la Jc
f(x,y) dx, da esta area.

De igual modo se puede representar el area de la proyeccién de ABQP sobre el plano

yz mediante la ¢ f(x,y).dy.

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
[ 2 ] http://es.wikipedia.org/
[ 3 ]El Cdlculo (7 Ed.) Louis Leithold
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EIEMPLO

Calcular las integrales curvilineas de la funcion z =

fixy) = x+y + 1 sobre el camino dado por y = x entre

los puntos A(1; 1) y B(3; 3).

Como la funcion fixy) = x + y + 1 representa un

plano, la proyeccién del camino de integracion y = x

sobre este plano nos representa la recta PQ, con lo =10
que nos queda formado el trapecio ABQP cuyas 2
proyecciones sobre los planos xz e yz también
representaran dos trapecios. x

Figura 114

Calculando las areas de estos dos trapecios seran

§,=3%7 510 ;5,=3% " 210 ; 5,=3%7 [g-1414
2 2 2

Calculemos ahora aplicando el concepto de integral curvilinea.

Sl=_[f(X,Y).dx=If(x+y+1).dx:_[f(x+x+1).dx:jf(2x+1).dx:[X2+X]f:(9+3)_(1+1) -10
3 3 3
S, =[f(x,y)dy =[; (x+y+D.dy =], (2y+1)_dy=[y2+y]l 10

Sszjf(x,y)ds= I (X+y+1)ds  Esta integral la podemos calcular tanto para x como

C C

paray.
dSZ\/dX2+dy2 =\/dX2 +dX2 =\/2.dX2 =\/§.dX ya que dx=dy por ser x=y

luego

If(x, y)ds = J'ls (x+y+D~2.dx = JEIf (2x +1).dx =+/2.10 =14,14

Resultado que concuerda con los que habiamos calculado anteriormente.

EXTENSION A FUNCIONES DE TRES VARIABLES.
Los conceptos vistos anteriormente son facilmente generalizados para funciones de
tres variables. Sea u = f(x, y, z) una funcion continua y sea C una curva continua que

une los puntos Ay B en el espacio.

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
[ 2 ] http://es.wikipedia.org/
[ 3 ]El Cdlculo (7 Ed.) Louis Leithold
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Dividamos el arco AB en “n” sub-intervalos As; cuyas proyecciones sobre los ejes
coordenados son AXx; ; Ayi ; Aziy Pi (& ; ni; i) un punto genérico de cada As;.
Calculamos el valor de u =f(x, y, z) en cada uno de estos puntos P; y se forman
las sumas
n n n n

Zf(si’nﬂ(Pi)'AXi ; Zf(swni!q)i)-Ayi ; Zf(swni'@i)-Azi ; Zf(ei’ni’(Pi)'Asi
i=1 i=1 i=1 i=1

Los limites de estas sumas al tender “n” a infinito de tal manera que la longitud de

cada As; tienda a cero, define las respectivas integrales curvilineas.

_ff(x,y,z).dx ; If(x,y,z).dy ; _ff(x,y,z).dz ;If(x,y,z).ds

3. Integrales Curvilineas Independientes Del Camino De Integracion. [2]

Una expresion de la forma P(x, y)dx + Q(x, y)dy es una diferencial exacta si existe
una funcion U(x, ) tal que

Y _p A Y0 es decir dU=P(x,y).dx+Q(x,y).dy
OX oy

En este caso la funcion U recibe el nombre de funcion potencial del par de funciones
P(x, ¥) y Q(x, y). En este caso, decimos que la integral curvilinea Jc P(x, y) dx + Q(x,

y) dy es independiente del camino de integracion. Para que ello ocurra debera ser

oP _ aQ LU P aQ
—= — yaque por ser dU=P(x,y)dx+Q(X,y).dy serd =—= =
6Jyaxyqp (X, y).dx+Q(Xx,y).dy oy oy o
Luego

B(c,d B(c.d
[Pouy)dc+Qoxy) dy=jA((: b; POGY)x + Quxy)dy = | A((: b; dU = [Ux. YRGS = Uied)-Uab)

gue nos muestra que este resultado es independiente del camino de integracion y que

solo depende de las coordenadas de los puntos extremos.

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
[ 2 ] http://es.wikipedia.org/
[ 3 ]El Cdlculo (7 Ed.) Louis Leithold
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CIRCULACION. [1]

Siuna fuerza f=f(x; y; 2) = P(X;y; 2) i + Q(X; ¥; 2) j + R(X; y; 2) k esta definida en
todos los puntos del espacio, o de un cierto recinto, tendremos un campo de fuerzas.
También podemos considerar un campo de velocidades en el movimiento de un
fluido o de intensidades en la conduccion de electricidad, etc.

En general conviene considerar independientemente del vector f, un campo vectorial
que puede darse mediante tres funciones P(x; y; z) ; Q(X; y; z) ; R(X; y; z). Estas
funciones pueden también depender del tiempo t; si son independientes del tiempo el
campo se define estacionario.

Si en el campo vectorial consideramos un arco de curva AB tendremos un vector del

campo aplicado a cada uno de sus puntos y podremos considerar la integral curvilinea

[pg P.dx + Q.dy + Rdz=Jag f.dP yaque f=P.i+Qj+Rk y dP =dxi+dyj+dz
k

Esta integral curvilinea se llama circulacion del vector f a lo largo del arco AB. En
este caso de un campo de fuerzas, esta integral representa el trabajo de la fuerza f

sobre una particula que se desplaza a lo largo del arco AB.

CAMPOS CONSERVATIVOS. [1]

El céalculo de la circulacion requiere en general conocer el camino y este en general
no se conoce. De esto surge la importancia de los campos conservativos que son
aquellos en los cuales la circulacion entre dos puntos no depende del camino que los
une. En tal caso, fijado el punto Mo(Xo;Y0;Z0), para cada punto M la circulacion

[momP.dx+Q.dy+R.dz=U(x; y; z) = U(M) Esta funcién U representa el potencial del

campo  conservativo. Este potencial determina el campo ya que
OX oy oz

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
[ 2 ] http://es.wikipedia.org/
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0 sea que f = U de donde surge que la componente del campo conservativo en una
direccién cualquiera es igual a la derivada del potencial en esa direccion.

Por otra parte si existe en un recinto simplemente conexo una funcién uniforme ¢ =
o(x;y;z) tal que P=Z—$ ; Qz%p 'R :Z_(zp siendo P ; Q ; R continuas, es f=
grad ¢ un campo conservativo y ¢ un potencial del mismo.

INTEGRALES DE SUPERFICIE ¥ DE VOLUMEN S

Sea u = flxy;z) una funcion continua y sea S una
superficie regular (o sea aguella superficie que se
puede subdividir por un ndmero finitos de curvas en
porciones cada una de las cuales es orientable y por lo
tanto lisa) en la region de definicion de f.

Subdividimos 5 de una manera cualquiera en “n”
elementos As; , y en cada elemento de superficie
elegimos un punto arbitrario P, (& .M., @) Por
ultimo calculamos f(x;y;z) en cada uno de los puntos P;.
Formamos la suma de los productos f{x ; y; ; z;) por As;
Figura 115
n
Zf(xi’yilzi)-ASi ,CON X; =& Y;="M; Z;=0;
i=1

n
lim,g f(X;,Yi.zi).As; = || f(X,y,2).ds
Asi—0 é .”s

Analogamente, dada una funcion u = f(x;y;z) en una region del espacio V, se puede

dividir V en subregiones cualesquiera AV;, calcular luego f en un punto arbitrario P;
n

(&, mi, i) en cada AV y formar la suma » f(e;,n;,¢;)AV; el limite al tender los
i=1

elementos AV; a cero, es la integral de volumen [f[y f(x;y;z).dV
TEOREMAS INTEGRALES. [3]

LEMA DE GREEN

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
[ 2 ] http://es.wikipedia.org/
[ 3 ]El Cdlculo (7 Ed.) Louis Leithold
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Si R es una regidn plana limitada por un niamero finito de curvas simples cerradas y si

u(x;y) ; V(xy) ; E A~ Z_V son continuas en todo punto de R y de su contorno,
X

entonces

'[de+ V.dy — U(———)d dy

Estas formulas determinan la relacion entre la integral doble extendida en R y la

integral curvilinea a lo largo de la frontera C de R.

DEMOSTRACION

Suponemos primero que el contorno de R es una curva
simple unica C, con la propiedad que toda paralela a d
uno de los ejes coordenados la corta a lo mds en dos

puntos y tracemos las paralelas a los egjes que
circunscriben a C. Entonces los arcos P,P.P, vy  P.P:P;

definen funciones uniformes de x quelllamaremos y=f,

(%) y y=t, (x) respectivamente.

Analogamente los arcos P,P;P; y P,P,P; definen c
funciones uniformes de y que llamaremos g, {y) v g2 (y)
respectivamente.

y="fi(x)

a Figura 116 b

Considerando ahora: 11 = _fj ——dx.dy

Para efectuar esta integracion sobre R basta integrar con respecto a x desde el arco

P1P4P3 hasta el arco P1P,P3 y luego integrar con respecto a y entre c y d asi

xX=g2(Y) &ov agz2(y)
'1_I Jx —gi(y) ox Iy = f [vox: y)]gl(y)o'y=

:J’C [\ (gz2(y); y)]dy—_f:[V(gl(y);y)]dyz

— dV -v1d CV ;yld
_'[C [g2(y); V] y+_"oI [g1(y); yldy

. : . . - d
= la primera de estas integrales es precisamente la integral curvilinea J.CV(x;y).dy

a lo largo del camino x = g, (y) desde P; a P3 pasando por P, y la segunda es también

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
[ 2 ] http://es.wikipedia.org/
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la misma integral curvilinea a lo largo de x = g1 (y) en la direccion P3 a P; pasando
por P4. Juntas forman la integral curvilinea de V(x;y) a lo largo de la curva C luego

o SZaxdy = [ Vexiyddy ()

Asi mismo se demuestra que

2= [ 22 axay = [y 2 ayax = [ 1209 ayiax -

b £2(x) b b a b
j [U(X y)]fl(X) dx = j ULx; F2(x)].dx — jaU[x;fl(x)].dx:—ij[x;fz(x)].dx— jaU[x;fl(x)].dx

La primera de estas integrales, no es mas que la opuesta de la integral curvilinea de
U(x;y) a lo largo de y = f, (x) en la direccion de P, a P4 pasando por P3. La segunda es
la opuesta de la integral de U(x;y) a lo largo de y = f; (X) de P4 a P».

Juntas dan la integral curvilinea de U(x;y) a todo lo largo de C es decir

H—dydx_ IU(x,y)dx (2) Restando (1) de (2) y ordenando términos

obtenemos:

J'de+ V.dy— J’J’(ﬂ—ﬂ)dxdy

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
[ 2 ] http://es.wikipedia.org/
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Este resultado puede ser generalizado a regiones cuyos contornos
no cumplen con la condicion de que toda paralela a uno de los ejes
coordenados la corte a lo mas en dos puntos. Por ejemplo la region
R se puede subdividir en subregiones R, cuyos contornos G poseen
esta propiedad. Sumando los resultados se obtiene el Lema de
GREEN para la region general R. El sentido en que hay que integrar
a lo largo de C para que se verifigue el Lema de Green se
caracteriza porgue un observador que se mueve a lo largo de C,
tiene siempre el interior de la region R a su izquierda.

Figura 117

Este sentido se dice sentido positivo de recorrido de C. Ver figura

4. Teorema De La Divergencia. [3]

Si la funcién vectorial A(x; y; z) y V.A son continuas sobre la superficie cerrada
regular Sy en su interior V, y si n es el vector unitario normal a S en cada punto y

dirigido hacia el exterior de S entonces: [[s A.nds = [[[y V.A.dv

DEMOSTRACION
Suponemos que S es una region cerrada tal que ninguna recta paralela a uno de los

ejes coordenados la corta en mas de dos puntos. Si A=u.i+v.j+w.k tendremos

(Ui + V.j+ wW.K).Nn.dS = YL LY LWy gV o sea
s VvV o OX oy oz
oW

Ijs(u.ind8+ v.j.ndS + w.k.ndS) — J'-UV (%dv - %dv + =2 av)
nk=|1|.|1|.cos(a)
S, ds;

ds,

N

S >
-

4 b

Figura 118

Figura 119

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
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Comprobaremos esta igualdad, a través de la igualdad de las integrales

correspondientes en ambos miembros es decir J] u.i.ndS = I_U —.dV vy

asi sucesivamente.

Primero consideraremos J.J- wk.n.dS = J‘J‘ v oz dv

Como se ha supuesto que ninguna paralela a los ejes coordenados, corta a S en mas
de dos puntos, se sigue en particular que S es una superficie que tiene dos valores
sobre su proyeccidn en el plano xy, por lo tanto, se la puede considerar como formada
por una mitad superior y una mitad inferior, S, y S; respectivamente.

si se toma dv = dx dy dz y se efectta primero la integracion con respecto a z sera:

” j:% dz.dx.dy = ﬂ [wlg: dxdy= f I [w(S,) —w(s;)]dxdy ()

Donde naturalmente x e y recorren el area del plano xy que es la proyeccion de S.
Ademas los elementos dS; y dS; se pueden definir de modo que tengan dx dy como

proyeccién comun sobre el plano xy (como aparece en la figura)

Por ser n el vector unitario normal; sera k.n; y k.n , los cosenos de los angulos entre
la normal k y el plano xy, es decir que numéricamente representan los cosenos de los
angulos segun los cuales se proyecta dS; y dS; sobre el elemento  dx.dy. O sea:
dXdy =- k.nl.dslzk.n 2.d52.

Donde el valor de k . n; es negativo por la orientacion hacia z(-) de n; .
Reemplazando estos valoresen (1) (dxdy= -k.n;.dS;=k.n,.dS;) sera:

(If %.dv - Lw(sz)dx.dy - Lw(sl)dx.dy - LW(SZ)k.nZdSZ +f W(S1)kn,dS, =
V

= [[s w.k.n.dS

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
[ 2 ] http://es.wikipedia.org/
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Dado que S; y S; forman la superficie cerrada S ya que N es perpendicular a k en
todos los puntos de la superficie lateral y por lo tanto sobre la misma

[ls w.k.N.dS=0

De igual forma se demuestra para los otros términos y sumando ambos miembros se

obtiene

j _[ (uindS + v.jndS + w.k.ndS) = J' j Mav + M av + Wyav
S vV OX oy oz

J' _.'S(A.n.dS) — J' J' J‘v (VA)dV

Los valores de la funcién compuesta F1 (x,y, f(x,y)) sobre los puntos de la curva C’

coinciden con los valores de la funcién F; (X,y,z) sobre la curva C, luego :
H (rot [/ i).ndS = §C F.dx (3
S

Proyectando luego la superficie S sobre los planos y =0 y x =0 con idénticos

razonamientos, se prueba que :

[JootF,.ids=§ F,dy @ [[(rotFk).nds={ F,dz (5

Sumando las igualdades (3) , (4) y (5)

jj(rot |:j).ﬁd5+jj(rot F,i). nds+ ﬂ(rot F.k).A d5=§c |:1c|x+§c |:zc|y+§c F,dz

S S

y queda asf probado que g (rotF).ndS = _[C F.dr

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
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5. Forma No Vectorial Del Teorema De Stokes. [3]

Si: r=xi+yj+zk es el vector posicion de un punto y
A =cosa i + cosPj+cos yk un vector unitario normal a S es
Fdr = F .dx+F,.dy+ [, .dz
_ o o o o o o
rot F .ﬁ:(i—j).cos a+(j—j).cosﬁ+(j—j).cos Y
oy oz oz OX OX oy

Sustituyendo estos resultados en los integrandos de la forma vectorial, se obtiene la
expresion no vectorial del teorema de Stokes.

F, dx+F,dy+[,dz = ]

[ 1 ] http://www.tach.ula.ve/vermig/integral/paginas/integracion
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Conclusiones

El proyecto dirigido para la materia de Calculo 1I, permite que los docentes faciliten su
tarea y brinden un mayor apoyo y orientacién significativa al estudiante en el PEA a través

de la aplicacion de sus componentes:

De esta manera en el desarrollo del trabajo de investigacion que ha dado lugar a la
elaboracién y alcance de los objetivos inicialmente planteados en cuanto a:

e Sistema multimedia asociado a la materia Calculo II.
e Texto guia de la materia Calculo I1.

e El contenido de la materia adaptado al Moodle.

La presentacion de un producto multimedia serd una herramienta de gran ayuda tanto para
el estudiante como para el docente, este tipo de herramientas tienen caracteristicas muy
particulares que lo convierten en una gran ayuda para que se lleve a cabo el proceso

Ensefianza-Aprendizaje.

El proposito se cumplio porque cada componente del proyecto se lo realizo en su totalidad.

En el componente 1 se elaboro un CD multimedia que es un apoyo significativo tanto para
el docente como para los estudiantes, permitiendo de esta manera hacer uso de un material
didactico-educativo donde el acceso sera de manera dinamica al contenido de la materia

como ser: videos, glosario de términos, animaciones, actividades, bibliografia y biografias.

e El uso de sistemas multimedia para el area educativa, debe ser tomando en cuenta
como un material didactico tecnoldgico que puede utilizar los docentes dentro del
proceso ensefianza — aprendizaje de los estudiantes para poder alivianar la

falencia de un aprendizaje no personalizado dentro de las aulas.

En el componente 2 se elaboro un texto guia de la materia el cual es un apoyo muy
importante para el avance de la materia, el texto cuenta con el contenido tematico en su
totalidad, como ser ejercicios propuestos y asi también ejercicios resueltos para que el
estudiante pueda tener una guia al momento de resolver los problemas planteados en la

materia.



En el componente 3 al cual se lo puede considerar la parte mas fuerte del proyecto porque
se adapto todo el contenido del CD multimedia a la plataforma Moodle, permitiendo de esta
manera que el estudiante pueda seguir el contenido de la materia mediante el uso de

internet.

e El componente Adaptacion del sistema multimedia a la plataforma Moodle tendra

éxito al cumplirse factores criticos como:

- Administracion adecuada del curso, actualizacion del contenido de los temas
por parte de los docentes de la materia

- Uso frecuente y explotacion de comunicacion entre el alumno y docente,

mediante foros, chat o consultas

- Participacion activa del alumno, no solo en el analisis del contenido de la
materia si no en participacion mediante, evaluaciones, cuestionarios o

talleres.

Se pudo observar que en la actualidad el uso de herramientas como Moodle va en constante
crecimiento, ayudando y facilitando la adquisicion de nuevos conocimientos que favorecen

en gran medida a los estudiantes.

En este punto es importante destacar que el uso de textos guias permiten estandarizar
contenidos y facilitar su actualizacion, asi como también la adaptacion sobre una
plataforma de aprendizaje (Moodle) es una herramienta que permite acceder a cursos a

distancia y porque no hacer uso de ¢l en la universidad “Juan Misael Saracho™.

La utilizacién de la metodologia de guiones nos permitio formar el sistema partiendo de un

relato como va a ser el de como va interactuar el sistema.

Los multimedia educativos, basados en una metodologia de guiones y en la estructura
planificada y disefiada de acuerdo al contexto en el cual sera utilizada constituyen un apoyo

en el proceso de ensefianza aprendizaje.



Recomendaciones

La distribuciéon de los sistemas multimedia a los estudiantes de la materia de
Calculo 11, contribuira al conocimiento méas detallado de los estudiantes de la

carrera de Ing. Informética ya que son parte del grupo de involucrados beneficiados.

A los docentes de la carrera de Ing. Informética, asignar un asesor por materia para
los grupos multimedia, ya que fue de mucha necesidad durante el desarrollo del

proyecto.

Se puede recomendar a los docentes de la carrera de Ing. Informatica en los

siguientes aspectos:
Planificacion

- Para desarrollar una de las funciones del sistema multimedia como es ser un
sistema multimedia informativo se recomienda trabajar con expertos en el area

de disefio grafico, publicidad, marketing, para lograr mejores resultados.

- Asignar un asesor para el grupo multimedia ya que fue de mucha necesidad al

desarrollar el proyecto.
Proyecto

- La instalacion de un servidor para la plataforma Moodle y de esa forma

implementar y fomentar la utilizacién de cursos on-line.

Hacer uso del texto Guia de la materia de Calculo Il como un texto oficial de la
materia 0 como un texto de respaldo para los estudiantes que cursan la materia de
Calculo 11 en la carrera de Ing. Informatica. El texto es un complemento importante
en el uso del sistema multimedia EVA-Calculo 11 en la plataforma Moodle, pero por
si solo el texto contiene la teoria fundamental, practica y evaluaciones que lo

convierten en un texto completo y de gran apoyo para el estudiante.

Una politica de la U.A.J.M.S es la de disponer recursos tecnoldgicos para mejorar la
ensefianza en las aulas, en este sentido el sistema multimedia debe llegar fortalecer

esta politica.



Se recomienda a la U.A.J.M.S implementar el presente proyecto para utilizar los

componentes:

v' Sistema Multimedia asociado a la materia Calculo I

v" Contenido de la materia Calculo Il adaptado al Moodle

v" Implementar los sistemas multimedia ya que constituyen una herramienta que
respalda el PEA y son muy necesarios en estos tiempos por que la tecnologia asi
lo requiere.

v Implementar el texto Guia de la materia de Calculo Il de forma que se pueda
estandarizar y dinamizar contenidos a partir de la combinacién de elementos
tedricos y practicos.

v Adaptar todos los recursos disponibles que hagan referencia a la materia Calculo
Il a Moodle y poner en funcionamiento un servidor para poder implementar los
cursos mediante Internet.

v Que el material que se elaboro esté al alcance de todos los alumnos de la carrera.

v Los estudiantes que en lo posterior pretendan realizar proyectos donde se utilice

la herramienta Moodle, agregar un componente al proyecto que seria el de la

capacitacion.
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